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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 



Es ist schon vielfach bemerkt worden, dafs die Geometrie 
der Alten, sowohl in Bezug auf die Einheit des Systemes als 
in Bezug auf die Anregung und Bildung der Vorstellungskraft 
weit hinter der Geometrie der Lage, die auch als neuere 
Geometrie bezeichnet wird, zurücksteht. 

Der hieraus entsprungene Wunsch, Teile aus der Geo- 
metrie der Lage für die Schule zu verwenden, hat mehreren 
schätzenswerten Werken über das Grenzgebiet der alten und 
neuern Geometrie die Entstehung gegeben und ist die Ver- 
anlassung davon, dafs in vielen Schulbüchern die der neuern 
Geometrie verwandten Teile mit Vorliebe behandelt werden. 
Der auf diese Weise gewonnene Einflufs dieser Disziplin auf 
die Schule kommt jedoch nicht allen Anstalten zu Gute, weil 
^' vielfach die Zeit fehlt, um sich in den betreffenden Kapiteln 
^ mit Mufse umzusehen. Ich habe nun in dieser Arbeit von 
Anfang an versucht, so viel es mir möglich schien. An- 
^ schauungsweisen, welche der Geometrie der Lage entnommen 
:.'^*~s'ind, in den Lehrstoff einzuflechten. 

^x Indem ich dieses Schulbuch der Beurteilung meiner Fach- 

^ koUegen übergebe, kann ich nicht umhin eines Gutachtens 
e< Erwähnung zu thun, mit welchem mich mein unvergefslicher 
i Lehrer, der in Göttingen verstorbene Professor Dr. Alfred 
V Clebsch, zur Herausgabe der Arbeit aufmunterte. Derselbe 
-^sprach sich dahin aus, dafs eine Umbildung vieler 
Teile der in den Schulen gelehrten Geometrie an der 



IV Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 

Hand der neuern Geometrie ein Bedürfnis der Zeit 
sei; dafs er vorliegenden Leitfaden als eine will- 
kommene Gabe für die Schule betrachte und das Er- 
scheinen desselben in Tendenz und Inhalt freudig 
begrüfsen würde. Ich wünsche ^ dafs die Ansicht eines 
wissenschaftlich so hoch stehenden Mannes eine gute Vor- 
bedeutung für den Erfolg des Büchleins sein möge. 

Metz, im März 1874. 

Dr. H. MüUer. 
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Vorwort zur dritten Auflage. 



Wie in der Vorrede zur zweiten Auflage ^ so sei auch 
jetzt wieder auf die Resolution hingewiesen, mit welcher auf 
der 31. Versammlung deutscher Schulmänner und Philologen 
die Methode dieses Leitfadens gebilligt wurde: 

„Im Unterricht der Elementargeometrie an Realschulen 
und Gymnasien bleibt die Euklidische Geometrie dem System 
nach bestehen, wird aber im Geiste der neueren Geometrie 
reformiert. — Die Sektion begrüüst mit grofser Freude die 
von Dr. H. Müller eingeleiteten Schritte." 

Es ist in neuerer Zeit von verschiedenen Seiten darauf 
hingewiesen worden, dafs es wünschenswert sei, der neueren 
synthetischen Geometrie Eingang in den Schulen zu ver- 
schaffen,* so z. B. in der Rektoratsrede des Herrn Prof. Dr. 
Th. Reye in Strafsburg im Mai 1886. In Bezug auf diese 
Bestrebungen möchte ich nochmals die Punkte aufzählen, in 
welchen dieser Leitfaden, wenn er auch am Euklidischen 
Lehrstoffe festhält, nach dem Geiste der neueren Geometrie 
baarbeitet ist. 

1) Das Prinzip der Starrheit ist beseitigt. Diese Beseitigung 
ist allerdings bei den gebräuchlichsten gegenwärtigen 
Lehrbüchern schon in einigen Definitionen und in der 
Form mancher Sätze angenommen; aber dieselbe ist in 
diesen Schriften nicht durchgeführt*), wodurch ein 
Mangel an Eonsequenz entsteht. 



*) Siehe meine Broscliüre: „Besitzt die heutige Schalgeometrie 
noch die Vorzüge des Euklidischen Originals?'^ Metz bei G. Scriba. 



VI Vorwort zur dritten Auflage. 

2) Die eindeutigen Konstruktionen sind zur Folgerung von 
Lehrsätzen verwendet, wie es in der neueren Geometrie, 
nicht aber in der Euklidischen Geometrie geschieht. 

3) Wie die neuere Geometrie sich mit der Verwandtschaft 
der Figuren beschäftigt, so sind hier die Kongruenz 
(Symmetrie) und Ähnlichkeit als einfachste Verwandt- 
schaften behandelt und zur Ableitung von Sätzen heran- 
gezogen worden.. 

4) Bei der Symmetrie wie bei der Ähnlichkeit der Figuren 
ist der auch für die Schulgeometrie wichtige Übergang 
von den geschlossenen Figuren zu den Punktsystemen 
durchgeführt. 

In dieser dritten Auflage finden sich viele Verbesserungen 
und Vereinfachungen (z. B. in der Parallelentheorie), welche 
einzeln aufzuzählen zu weitläufig wäre. Die Paragraphen 10 
und 11 über Symmetrie sind weggefallen. Dagegen ist die 
Konstruktion und Kongruenz der Dreiecke aus den Übungen 
in den Haupttext aufgenommen (§ 18 und 19). Dadurch ist 
mehr Gleichmafs hergestellt, während früher die Symmetrie 
zu viel Raum beanspruchte. In den „Übungen'^ ist eine 
grofse Anzahl von Konstruktionsaufgaben in bereits vorhan- 
dene Nummern eingefügt worden. 

Metz, im Mai 1889. 

Dr. H. Müller. 
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Die Grnndgebilde. 

Lagen von Punkten nnd Geraden. 

Der Punkt und die gerade Linie sind die Grundgebilde 
der Planimetrie. Die Eigenschaften derselben sind Grund- 
sätze dieser Wissenschaft und bedürfen keines Beweises. 



§ 1. 



a) Es giebt unendlich viele 
Gerade einer Ebene, welche 
durch einen Punkt derselben 
gehen. 

Die Gesamtheit dieser Geraden 
bildet einen Strablenbüschel. Der 
gegebene Punkt wird der Scheitel 
des Strahlenbüschels genannt. 

b) Es giebt nur eine Gerade, 
welche durch zwei Punkte zu- 
gleich geht, die Verbindungs- 
linie dieser Punkte. 

Winkel und Strecken. 
a) Zwei Gerade, welche sich 
schneiden^ teilen die Ebene in 



cc) Es giebt unendlich viele 
Punkte, welche auf einer Ge- 
raden liegen. 

Die Gesamtheit dieser Punkte 
bildet eine Punktreihe. Die ge- 
gebene Gerade wird der Träger 
dieser Punktreihe genannt. 

ß) Es giebt nur einen Punkt, 
welcher auf zwei Geraden zu- 
gleichliegt,nämlich der Schnitt- 
punkt dieser Geraden. 

ixi) Zwei Punkte einer Ge- 
raden begrenzen ein Stück der- 



§ 2- 



C 



Fig. 1. 




B M 



Fig. 2. 



Fig. 4. 




4 Felder, welche Winkel ge- 
nannt werden (Fig. 1). Der 

Müller, Geometrie. I. 8. Aufl. 



selben, welches Strecke genannt 
wird (Fig. 3). Die Gerade, 
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welche die beiden Punkte ent- 
hält, heifst der Träger der 
Strecke. Die Punkte A und JB 
sind die Endpunkte der Strecke 
AB oder BA. 

ß) Die Strecke AB wird 
von dem Punkte A (Anfangs- 
punkt) beschrieben, wenn der- 
selbe den geradlinigen Weg 
Weg von A bis B (Endpunkt 
der Strecke) zurücklegt. 



Schnittpunkt der Geraden ist 
der Scheitelpunkt der 4 Win- 
kel. MA und MB (Fig. 2) sind 
die Schenkel des Winkels AMB 
oder BMA. 

b) Der Winkel wird durch 
Drehung beschrieben, wenn 
sich der eine Schenkel (An- 
fangsschenkel) um den Scheitel 
dreht, bis er mit dem andern 
Schenkel (Endschenkel) zu- 
sammenfällt. 

Anmerkung. Man gebraucht die Schreibweise AMB oder 
BMA, je nachdem man MA oder MB als Anfangsschenkel 
des Winkels in Fig. 2 ansieht. Zwei Winkel heifsen von einerlei 
Sinn, wenn die Anfangsschenkel beider Winkel sich in gleichem 
Sinne drehen müssen, um mit den Endschenkeln zusammenzufallen. 
Im andern Falle sind die Winkel von entgegengesetztem Sinne. 
Die Winkel AMB und BMC in Fig. 4 sind gleichen Sinnes, 
dagegen die Winkel AMB und CMD von entgegengesetztem 
Sinne. Man gebraucht die Schreibweise AB oder BA, je nach- 
dem man annimmt, dafs die Strecke in Fig. 3 durch Bewegung 
von A nach B oder durch Bewegung von B nach A beschrieben 
wird. Die Strecken AB und BA haben entgegengesetzte Eichtung. 

c) Der „Voll Winkel" wird durch eine ganze Umdrehung 
beschrieben (wenn sich der Schenkel MA in Fig. 1 durch 
die Lagen MC, MB^ MD dreht, bis er wieder nach MA 
föUt); seine Schenkel fallen zusammen. 

Der „gestreckte Winkel" wird durch eine halbe 
Umdrehung beschrieben (wenn sich MA in Fig. 1 durch die 
Lage MGAxekij bis die Lage MB erreicht ist); seine Schenkel 
haben entgegengesetzte Richtung. 

Der „rechte Winke 1" wird durch eine Viertelumdrehung 
beschrieben; er ist die Hälfte des gestreckten Winkels; von 
seinen Schenkeln sagt man, dafs sie „senkrecht" auf ein- 
ander stehen. 

d) Als Einheit für das Messen (§ 56) der Winkel nimmt 
man den Grad (^), d. h. einen Winkel, der 360 mal in dem 
Vollwinkel aufgeht Der Grad wird in 60 Minuten (') und 
die Minute in 60 Sekunden (") geteilt. Als Einheit für das 
Messen der Strecken dient das Meter (m). Das Meter wird 
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in 10 Decimeter (dm), das Decimeter in 10 Centimeter (cm) 
und das Centimeter in 10 Millimeter (mm) geteilt. 

Der gestreckte Winkel enthält 180^, der rechte Winkel 90^ 
„Hohle Winkel" heifsen diejenigen, deren Gradzahl zwischen 
und 1 80 liegt. „ErhabeneWinkeP' heifsen die Winkel, deren 
Gradzahl zwischen 180^ und 360^ liegt. Die hohlen Winkel 
heifsen „spitz", wenn sie kleiner als 90^ und „stumpf" 
wenn sie gröfser als 90^ sind. 

e) Supplementwinkel sind solche Winkel, deren 
Summe gleich einem gestreckten Winkel ist. Zu dem Winkel 
von X Grad gehört der Winkel von 180 — x Grad als Supple- 
mentwinkel. Komplementwinkel sind solche Winkel, deren 
Summe gleich einem rechten Winkel ist. Zu dem Winkel 
von X Grad gehört der Winkel von 90 — x Grad als Komple- 
mentwinkel. 

Symmetrie in Bezug auf eine Achse. 

a) Wenn man einen Winkel (BAB' 
in Fig. 5) um seine Halbierungslinie a um- 
klappt, so fallt jeder der beiden Schenkel 
AB und AB' in die frühere Lage des 
andern. Wenn die Punkte B und B' dieser 
Schenkel vom ScheitelJ. gleiche Entfernung 
haben, so deckt auch jeder dieser Punkte 
die frühere Lage des andern. 

Hieraus folgt auch, dafs die ganze Figur 
nach dem Umklappen um die Linie a ihre 
fiühere Lage deckt; denn die Gerade a ändert dabei ihren 
nicht, die Geraden & und l! vertauschen ihre Lage und 
Punkte B und ^' thun dasselbe. 

M) Eine Figur, welche nach dem Umklappen um eine 
Gerade a ihre frühere Lage deckt, heifst symmetrisch für 
diese Gerade a als Achse. Zwei Stücke, welche (wie die Ge- 
raden 6 und Vy die Punkte B und B') durch das Umklappen 
ihre Lagen vertauschen, heifsen symmetrisch entsprechend 
(auch homolog) für die Achse. 

Anmerkung. Das Auf- und Zuklappen eines Buches führt 
zur Veranschaulichung dieser Symmetrie. Nur bleibt dabei die 
eine Hälfte der Ebene in ihrer früheren Lage liegen, und anstatt 
zu sagen: der Punkt B deckt die frühere Lage von B\ mufs 
man sagen: der Punkt B deckt den Punkt B'. 



§ B. 
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4 I. Abschnitt. 

§ 4. Sjrnimetiie in Bezug anf einen Punkt. 

a) Wenn man die Strecke JBJB' (Fig. 6) um ihren Mittelpunkt 

j^g g halb herum dreht, so fallt jeder der 

Punkte B und B' in die frühere 
Lage des andern. Wenn die Geraden 
b und 6' durch diese Punkte unter 
gleichen Winkeln (Wechselwinkel 
nach § 7) gezogen sind, so deckt 
auch jede dieser Geraden die frühere 
Lage der andern. 

Hieraus folgt anch, dafs die ganze 

Figur nach der halben Umdrehung um 

Ä ihre frühere Lage deckt, denn der Funkt Ä bleibt an seiner 

Stelle, die Gerade BB' fällt in ihre alte Lage, die Punkte ,B 

und B\ sowie die Geraden h und 5' vertauschen ihre Lagen. 

b) Eine Figur, welche nach einer halben Umdrehung in 
der Ebene um einen Punkt Ä ihre frühere Lage deckt, heifst 
symmetrisch für diesen Punkt als Mittelpunkt. Zwei Stücke, 
welche (wie die Punkte B und B' oder die Geraden b und 6') 
durch die halbe Umdrehung ihre Lagen vertauschen, heifsen 
symmetrisch entsprechend für den Mittelpunkt. 

Durch die halbe Umdrehung um A kommt der obere Teil 
(über BB' gelegen) der Fig. 6 in die frühere Lage des unteren 
Teiles. Wenn daher die Geraden b und 6' sich über BB' 
schnitten, so müTsten sie sich unterhalb BB' noch einmal 
schneiden, was nach § 1 unmöglich ist. 

c) Zwei gerade Linien (wie b und 6' in Fig. 6) heifsen 
parallel, wenn sie einander nicht schneiden, so weit man sie 
auch verlängern mag. 

§ 5. Nebenwinkel und Scheitelwinkel. 

a) Zwei Winkel heifsen Nebenwinkel, wenn sie den 
Scheitel und einen Schenkel gemeinsam haben, während die 
andern Schenkel in entgegengesetzte Richtung fallen. 

b) Die Summe zweier Nebenwinkel ist gleich einem, 
gestreckten Winkel oder 180^. Wenn zwei Nebenwinkel 
gleich sind, so ist jeder ein Rechter. 

Zum Beweis der ersten Behauptung denke man sich ia 
Fig. 7 den Schenkel SA fort. 

c) Zwei Winkel heifsen Scheitelwinkel, wenn sie dea 
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Scheitel gemeinsam haben, während die Schenkel paarweise 
in entgegengesetzte Richtung fallen. 

d) Scheitelwinkel sind einander gleich. 



Fig. 7. 



Fig. 8. 



Fig. 9. 





Beweis. Die Scheitelwinkel et und y in Fig. 8 sind einander 
gleich; denn als Nebenwinkel von ß betragen beide 180^ — ß, 

e) Zwei Winkel sind gleich, wenn ihre Schenkel paar- 
weise nach einerlei Seite auf einander senkrecht stehen. 

Beweis. Die Anfangsschenkel der Winkel et und ß in Fig. 9 
mögen den rechten Winkel ÄSC^ die Endschenkel den rechten 
Winkel BSD bilden. Dann sind beide Winkel a und ß Komple- 
mentwinkel zu y und sind gleich, weil sie beide 90^ — y betragen. 



Satze Aber symmetrische 

B (Fig. 10) sei ein belie- 
biger Punkt der Ebene. Derselbe 
möge durch das Umklappen um 
die Achse a in die Lage B' 
kommen. Der Punkt B' seiner- 
seits wird durch das Umklappen 
nach B zurückgebracht*). B und 
B' sind also nach § 3b ent- 
sprechende Punkte. Die Ver- 
bindungslinie BB' schneidet die 
Achse in einem Punkte D, Durch 
das umklappen deckt jede der 
Stiecken DB und DB' die 
frühere Lage der andern. Also 
ist 2)5 = DB' und D ist die 
Mitte von BB\ Femer deckt 
beim Umklappen jeder der Win- 
kel a und a' die jfrühere Lage 



Figuren. 

(Fig. 11.) h sei eine be- 
liebige Gerade, welche die Achse a 
dem Punkte Ä schneidet. 



§ 0. 
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Diese Gerade werde durch das 
Umklappen nach b' gebracht. 
Dann zeigt man gerade wie vorhin, 
dafs y durch das Umklappen 
nach b zurückgebracht wird, also 
h und h' nach § 3b entsprechende 
Gerade sind. Der Punkte bleibt 
bei der Bewegung auf seiner 
Stelle, folglich mufs die neue 
La^e, welche b nach dem Um- 
klappen hat, d. h. die Gerade b\ 
auch durch Ä gehen. Aufser- 
dem deckt durch das Umklappen 
jeder der Winkel a und a' die 
frühere Lage des andern, woraus 



*) B' ist dem Punkte B um einen halben Umschwung voraus 
^d mufs durch das Umklappen dahin geführt werden, wohin B erst 
Bach einem ganzen Umschwünge gelangt, nämlich nach B zurück. 
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des andern. Diese Winkel müssen 
also gleich sein und, weil sie 
Nebenwinkel sind, ist jeder ein 
rechter Winkel. 

a) Wenn zwei Punkte JB 
und B' sich für eine Achse a 
entsprechen, so ist a die Mit- 
telsenkrechte von BB\ 

Fig. 10. 



folgt, dafs a den Winkel der 
Eichtungen h und h' halbiert. 



cc) Wenn zwei Richtungen 
b und b' sich für eine Achse a 
entsprechen, so ist a die Hal- 
bierungslinie des von b und &' 
gebildeten Winkels. 



B^ 



a 



I) 



ex. 



a 



-B' 




Umgekehrt: 

b) Zwei Punkte B und B' 
entsprechen sich für die Mittel- 
senkrechte der Strecke BB\ 



ß) Zwei Richtungen ent- 
sprechen sich für die Halbie- 
rungslinie ihres Winkels. 



Das in ß) Gesagte ist schon in § 3a enthalten und b) ist 
nur ein besonderer Fall von § 3 a. 

c) Strecken oder Winkel, welche einander symmetrisch 
entsprechen, sind gleich. 

Dieselben werden durch das Umklappen um eine Achse 
oder durch die halbe Umdrehung zur Deckung gebracht. 

d) Anwendungen. 1) In einem Punkte einer Geraden 

kann man nur eine Senkrechte errichten. 
2) Von einem Punkte aufserhalb einer 
Geraden kann man nur eine Senkrechte 
auf die Gerade fällen. 

Beweis, l) Ein gestreckter Winkel hat 
wie jeder andere Winkel nur eine Halbie- 
rungslinie, welche eben durch die im Scheitel 
errichtete Senkrechte dargestellt ist. 2) Wenn 
man den Punkt B mit dem entsprechenden J5' verbindet, so hat 
man eine von B auf a gefällte Senkrechte BD erhalten (§ 6a). 
Wenn auch B auf a senkrecht wäre, so müfste y ein rechter 
Winkel sein. Da aber durch das Umklappen um a der Winkel 
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Fig. 13. 




'^ auf y fällt, so wäre aach y recht und die Punkte B^ (7, JB^ 
lägen auf einer Geraden. Dies ist nach § Ib unmöglich. 

Winkelbezeiclmimgen. § 7. 

Wenn zwei Gerade a und 6 (Fig. 13) von einer dritten c 
geschnitten werden, so entstehen 8 
Winkel, vier innere (d, y, i/, yi) und 
vier äubere (a, /3, A, ^). Die Winkel 
an verschiedenen Schnittpunkten wer- 
den auf folgende Arten paarweise 
zusammengefafst: 

1) Zwei äufsere oder zwei innere 
Winkel auf verschiedenen Seiten der 
Schnittlinie heifsen Wechselwinkel. 

2) Ein äufserer und ein innerer Winkel auf derselben 
Seite der Schnittlinie heifsen korrespondierende Winkel. 

3) Zwei äufsere oder zwei innere Winkel auf derselben 
Seite der Schnittlinie heifsen Ergänzungswinkel. 

Zwei Grerade, welche von einer dritten geschnitten werden. § 8. 

a) Wenn innere Wechselwinkel gleich sind, so sind die 
geschnittenen Linien parallel. (Siehe § 4.) 

\i) Grundsatz. Wenn innere Wechselwinkel ungleich 
sind, so sind die geschnittenen Linien nicht parallel. 

Die Anschauung zeigt, dafs sie sich auf der Seite schneiden, 
wo der kleinere Winkel liegt (Fig. 16). 

c) Die geschnittenen Linien sind parallel 

1) wenn zwei korrespondierende Winkel gleich sind; 

2) wenn zwei Wechsel winkel gleich sind; 

3) wenn zwei Ergänzungswinkel zusammen 180^ betragen. 



Fig. 14. 



Fig. 15. 




Beweis. 1) Wenn die korrespondierenden Winkel a und ft 
in Fig. 14 gleich sind, so bezeichne man beide mit x (Fig. 15). 
Dann ist auch y = äj als Scheitelwinkel von a. Die innern 
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Wechselwinkel y und \l sind also gleich (weil beide gleich x 
sind) und die geschnittenen Linien sind nach a) parallel. 

2) Sind äufsere Wechselwinkel, z. B. a und \ in Fig. 14, 
einander gleich, so bezeichne man beide mit x (Fig. 15). Dann 
ist auch y = a? als Scheitelwinkel von a und fi = a; als Scheitel- 
winkel von X u. s. w. 

3) Sind 2 Ergänzungswinkel, z. B. d und ft in Fig. 14, zu- 
sammen 180^ und bezeichnet man den einen jn mit x (Fig. 15), 
so ist i = 180^ — X, Dann ist auch y = x als Nebenwinkel 
von ^; die innern Wechselwinkel y und jn sind also einander 
gleich (weil beide gleich x sind) u. s. w. 

d) Wenn die geschnittenen Linien parallel sind; so sind 

1) korrespondierende Winkel gleich; 

2) Wechselwinkel sind gleich; 

3) Ergänzungswinkel betragen zusammen 180^. 
Beweis. Wenn die Linien a und h in Fig. 14 parallel 

sind, so müssen die Winkel y und ^ gleich sein; denn wenn 
diese Winkel nicht gleich wären, so wären die Geraden a und 6 
nicht parallel (Grundsatz b). Bezeichne die gleichen Winkel y 
und jLi mit x (Fig. 15). Dann ist auch ce «» o; als Scheitelwinkel 
von y\ die korrespondierenden Winkel cc und ^ sind also gleich, 
weil beide gleich x sind. Ferner ist auch X = x als Scheitel- 
winkel von jn; folglich sind die äufseren Wechsel winkel cc und X 
gleich, weil beide gleich x sind. Ferner ist d = 180^ — x als 
Nebenwinkel von y. Die Ergänzungswinkel (i und d sind also 
zusammen 180^, weil a; + 180^ — a; = 180^. 

Fig. 16. Fig. 17. 

Ä^ b A 





e) Durch einen Punkt A kann man nur eine Parallele 
zu einer Geraden a ziehen (Fig. 17). 

Beweis. Denke durch A die Gerade AB gezogen, welche 
a schneidet und den Winkel ß entstehen läfst. Ist "b eine Pa- 
rallele zu a, so mufs ß' = ß sein; die Linie h kann daher nur 
eine Lage haben; sie ist der freie Schenkel des in A angetragenen 
Wmkels ß' = ß. 

§ 9. Fortsetzung. 

a) Wenn die eine von zwei Parallelen durch eine dritte 
geschnitten wird^ so wird es auch die andere. 
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Beweis, a und b (Fig. 18) seien parallel, c schneide a 
in M. Wenn c mit h parallel wäre, so gingen durch M zwei 
zu 5 parallele Gerade, was § 8e widerspricht. 



Fig. 18. 



Fig. 19. 



Fig. 20. 





b) Wenn zwei Gerade mit einer dritten parallel sind, 

so sind sie unter sich parallel. 

Beweis, h und c (Fig. 19) seien mit a parallel. Wenn 
h und c sich schnitten, so würden durch den Schnittpunkt M 
zwei zu a parallele Gerade h und c gehen, was § 8e widerspricht. 

c) Winkel, deren Schenkel paarweise in gleicher Rich- 
tung parallel laufen, sind gleich. 

Beweis. Die Winkel a und ß (Fig. 20) sind gleich, weil 
sie beide dem Winkel y gleich sind (§ 8d). 

d) Parallele Gerade können als Linien angesehen werden, 
die einen unendlich fernen Punkt mit einander gemeinsam 
haben. Einer Geraden schreibt man nur einen unendlich 
fernen Punkt zu. 

Wenn man die eine a (Fig. 21) von zwei konvergenten 
Geraden festhält und die andere h um einen ihrer Punkte M 
dreht, so tritt der Parallelismus erst ein, nachdem der Schnitt- 
punkt von a und h nach der einen oder andern Seite in unend- 
liche Feme gerückt ist, und die letzteren 
beiden Lagen sind von der parallelen Lage 
unendlich wenig verschieden, womit der Sinn 
der ersten Behauptung ausgesprochen ist. Die 
nach den entgegengesetzten Eichtungen der 
Geraden a liegenden unendlich fernen Punkte 
werden nur als ein Punkt betrachtet, weil 
sie mit M zusammen nur eine einzige Gerade, 
n&mlich die Parallele bestimmen, oder um 
dies etwas anders auszudrücken, weil sonst die durch M gezogene 
Parallele mit a zwei Punkte gemein hätte, ohne mit a zusammen- 
zufallen. 

Anmerkung. Dafs man gerade im gewöhnlichen Leben 
Linien, die einen fernen Punkt gemein haben, als parallele 



Fig. 21. 
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Linien oder Linien von gleicher Richtung ansieht, folgt daraus, 
dafs zwei Beobachter in gleicher Bichtnng zu schauen behaupten, 
wenn sie nach demselben sehr weit entfernten Funkte sehen. 



§ 10. 



§ 11. 



Fig. 22. 



IL Abschnitt. 

Entstehung von Figuren und allgemeine Eigenschaften 

derselben. 

Dreieck und Dreiseit. 

a) Drei Punkte, die nicht cc) Drei Gerade, die nicht 

in einer Geraden liegen, und durch einen Punkt gehen, und 

ihre Verbindungslinien grenzen ihre Schnittpunkte bestimmen 

einen ungeteilten Baum ab. die nämliche Figur, welche in 

a) betrachtet wurde. 
Die in a) und «) entstandene Figur wird je nach ihrer 

Entstehungsweise Dreieck oder Drei- 
seit genannt (siehe Fig. 22). Ein 
Dreieck (Dreiseit) ist durch die Lage 
der Ecken (oder durch die Lage der 
Seiten) vollkommen bestimmt. 

Anmerkung. Man sagt von Drei- 
ecken, deren Ecken (und Seiten) sich 
entsprechen (z. B. von symmetrischen 
Dreiecken), sie seien „gleichen oder 
entgegengesetzten Sinnes", je nachdem dasselbe von den ent- 
sprechenden Winkeln gilt. (Vergleiche die Übungen § 2, 7 bis 12.) 

Allgemeine Sätze über das Dreieck. 

a) Die Summe der Winkel eines Dreiecks beträgt 180^. 

Beweis. (Fig. 23.) Man ziehe durch 

den Scheitel eines Winkels ß die Parallele 
zur gegenüberliegenden Seite h. Die Winkel 
(j5 -f- ö) und a sind als Ergänzungswinkel 
nach § 8d zusammen 180^. Ersetzt man 
itfXy in der Gleichung a + jS + * = 180^ 

den Winkel ö durch den ihm .gleichen 
Wechselwinkel y (§ 8d), so erhält man « -f |3 + y = 180^. 

b) Ein Aufsenwinkel ist gleich der Summe der beiden 
innem Winkel, welche nicht seine Nebenwinkel sind. 




Fig. 23. 
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Beweis, ß' in Fig. 24 ist gleich 180^ — ß {% 5b), und 
die Summe a -}- y ist nach § IIa 
auch 180^ — ß. Also ist j3'= a + y. *^^* ^^ 

Ein Dreieck kann lauter spitze 
Winkel haben (spitzwinkliges D.), aber 
nur einen rechten (rechtwinkliges D.) 
oder stumpfen Winkel (stumpfwinkliges 
D.). Den rechtwinkligen Dreiecken stellt man auch die übrigen 
als schiefwinklige gegenüber. 

Fortsetzung. § 12. 

a) In jedem Dreieck liegt der gröfseren Seite der gröfsere 
Winkel gegenüber. 

iX,) In jedem Dreieck liegt dem gröfseren Winkel die 
gröfsere Seite gegenüber. 

Beweise. (Fig. 25.) a) CB sei gröfser als CA, Man ziehe 
die Halbierungslinie des Winkels y *) Pig 25 

und klappe das Dreieck CDA um die (j 

Achse CD tun. A fällt alsdann auf CB 
(§ 3 a) und zwar zwischen C und B 
(VorausB.) nach A\ Der Winkel cc er- 
scheint dann in seiner neuen Lage bei Ä ^^ 
als Aufsenwinkel des Dreiecks DBA' 
und ist nach § 11 b gröfser als Winkel ß. ^ ^^"^'"-'--^^X „ 

a) Der Winkel «*) sei gröfser als ß. 
Man ziehe die Halbierungslinie CD von y (Fig. 25). Alsdann 

ist <^ BDC (er ist a + -|- nach § IIb) gröfser als ADC (er 

ist |J + -|-)- Bei dem umklappen von Dreieck ACD um CD 

muTs daher DJ. in den Winkel CDB hineinfallen, so dafs die 
neue Lage von A notwendig zwischen C und B fällt. Hieraus 
folgt, dafs CA kleiner als CB ist. 

Folgerungen, b) Gleichen Seiten (eines Dreiecks) liegen 
gleiche Winkel gegenüber. 

ß) Gleichen Winkeln (eines Dreiecks) liegen gleiche 
Seiten gegenüber. 

Beweise, b) Wenn die Winkel ungleich wären, so müfsten 
auch nach Satz cc) die Seiten ungleich sein. 

j3) Wenn die Seiten ungleich wären, so müfsten auch nach 
Satz a) die Winkel ungleich sein. 

Anmerkung. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die- 



*) Die Bezeichnung von Stücken des Dreiecks siehe in Fig. 22. 
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jenige Seite, welche dem rechten Winkel gegentlber liegt (Hy- 
potenuse) gröfser als die übrigen (Katheten). Entsprechendes 
gilt vom stumpfwinkligen Dreieck (Satz a). 

c) 1) Unter allen Strecken, die man von einem Punkte 
nach einer Geraden ziehen kann, ist die Senkrechte die 
kürzeste (Entfernung des Punktes von der Geraden). 2) Zwei 
schiefe Strecken sind gleich, wenn ihre Endpunkte vom Fufs- 
punkte der Senkrechten gleiche Entfernung haben. 3) Von 
zwei schiefen Strecken ist diejenige die gröfsere, deren End- 
punkt von dem FuTspunkte der Senkrechten weiter absteht. 

Beweis. (Fig. 26.) 1) Die schiefe Linie AC ist gröfser 

als die Senkrechte AB^ weil sie im Dreieck 
ABC dem gröfsten Winkel gegenüber liegt, 
2) Wenn die Punkte C und D von B 
gleichen Abstand haben, so entsprechen sie 
sich nach § 6b für die Achse AB symme- 
trisch. Dann sind aber auch die Strecken 
AC und AD entsprechend und deshalb 
gleich (§ 6c). 3) Wenn BE> BD, so ist der Winkel ADE 
als Auf sen Winkel des Dreiecks ÄBD gröfser als Winkel ABD^ 
d. h. stumpf. Folglich ist AE> AD. 

13. Viereck und Vierseit. 




D E 



a) Erklärungen. Vier 
Punkte, von welchen nie 3 
auf einer Geraden liegen, bil- 



c() Erklärungen. Vier 
Gerade a, 6, c, d, von welchen 
nie 3 durch einen Punkt gehen, 



Fig. 27. 



Fig. 88. 





Fig. 29. 



Fig. 30. 




den die Ecken eines „vollstän- 
digen Vierecks", dessen Seiten 



bilden die Seites eines „voll- 



ständigen Vierseits", dessen 
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die 6 möglichen Verbiodungs- 
linien jener Punkte sind (Fig. 
27). 

Je zwei Seiten^ welche sich 
niclit in einem Eckpunkte 
schneiden^ wie AD und BG, 
heifsen Gegenseiten. Der 
Schnittpunkt zweier Gegen- 
seiten hei&t ein Nebeneck des 
vollständigen Vierecks. 

Ein vollständiges Viereck 
hat 3 Paare von Gegenseiten 
und 3 Nebenecken. 

Es giebt 3 Arten, von einem 
Eckpunkte Ä aus durch die 
Seiten des vollständigen Vier- 
ecks zu den übrigen Ecken 
und nach A zurück zu kommen. 

Dadurch entstehen 3 ^^ein- 
facheVierecke^'(Pig.29). Sei- 
ten des mittlem unter ihnen 
werden die Strecken AB, BC, 
CD, DA genannt. Nur eines 
derselben schliefst einen un- 
geteilten Baum ab; in den 
die Träger der Vierecksseiten 
nicht hineinreichen. Die Win- 
kel dieses Vierecks sind hohl. 



Ecken die 6 möglichen Schnitt- 
punkte jener Geraden sind 
(Pig. 28). 

Je zwei Ecken^ welche nicht 
auf einer Seite liegen^ wie (ab) 
und (cd), heifsen Gregenecken. 
Die Verbindungslinie zweier 
Gegenecken heifst eine Diago- 
nale des vollständigen Vier- 
seits. 

Ein vollständiges Vierseit 
hat 3 Paare von Gegenecken 
und 3 Diagonalen. 

Es giebt 3 Arten, von einer 
Seite a aus durch die Ecken 
des vollständigen Vierseits zu 
den übrigen Seiten und nach 
a zurück zu kommen. 

Dadurch entstehen 3 ^^ein- 
fache Vierseite" (Fig.30).. Eck- 
punkte des mittlem unter ihnen 
heifsen die 4 Schnittpunkte 
(a6), (6c), (cd), (da). Nur 
eines derselben schliefst einen 
ungeteilten Baum ein, in wel- 
chen die Seiten nicht hinein- 
reichen. Die Winkel dieses 
Vierseits sind hohl. 



Das einfache Viereck und das einfache Vierseit sind 
identische Figuren. 

Einfache Vielecke. 

a) Erklärungen. Wenn man einen beliebigen Punkt 
mit einem zweiten, diesen mit einem dritten und so fort, 
durch geradlinige Strecken verbindet und zuletzt wieder zu 
dem ersten Punkte zurückkehrt, so entsteht ein einfaches 
Vieleck. 

Ein n-Eck hat n Winkel und n Seiten. Die Neben- 
winkel der Vieleckswinkel heifsen Aufsenwinkel. 

Die folgenden Sätze gelten nur für solche Vielecke, welche 
einen ungeteilten Raum abschlief sen, in den die Träger der 
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Seiten nicht hineinreichen. Solche Vielecke haben lauter 
hohle Winkel. Bin Zuschauer durchläuft den Umring des 
Vielecks rechts oder links herum, je nachdem er die Fläche 
des Vielecks rechter oder linker Hand hat. Denkt man hierbei 
jede Seite in derjenigen Richtung verlängert, in welcher sie 
durchlaufen wird, so erhält man n Aufsenwinkel, welche man 
kurz als „die Aufsenwinkel des w-Ecks" bezeichnet. — Durch 
einen Eckpunkt des Vielecks gehen n — 1 Strecken, welche 
denselben mit den übrigen Ecken verbinden. Zwei derselben 
sind Seiten des Vielecks, die übrigen n — 3 werden Diago- 
nalen genannt. Durch diese Diagonalen wird das n-Eck in 
n — 2 Dreiecke geteilt. 

b) Die Summe der Winkel eines n-Ecks beträgt 

(n — 2) . 180«. 

ß) Die Summe der Aufsenwinkel eines w-Ecks be- 
trägt 360«. 

Beweise, b) Die Diagonalen eines Eckpunktes teilen das 
w-Eck in (n — 2) Dreiecke. Die Winkel dieser Dreiecke bilden 
zusammen die n Winkel des 92-Ecks und die Behauptung ergiebt 
sich deshalb aus § 11 a). 

ß) Die Aufsenwinkel müssen mit den innern Winkeln zu- 
sammen n mal 180« ausmachen. Man findet also die Summe der 
Aufsenwinkel, wenn man (n — 2) . 180« von n . 180« abzieht. 

Der Kreis. Lagen einer Geraden gegen denselben. 
a) Erklärungen. Wenn eine Strecke r sich um einen 
Endpunkt M (Fig. 31) dreht, so beschreibt der andere End- 
punkt B einen Kreis (Kreislinie), wel- 
cher die „Kreisfläche^' einschliefst. Der 
Punkt M heifst Mittelpunkt des Kreises. 
Mit besonderen Benennungen werden 
noch belegt: Die Strecke, welche den 
Mittelpunkt M mit einem Kreispunkte 
verbindet (Radius = r) , die Strecke, 
welche zwei Kreispunkte verbindet 
(Sehne), die gröfste Sehne im Kreis, 
nämlich die durch den Mittelpunkt ge- 
zogene (Durchmesser = 2 . r), eine Ge- 
rade, welche den Kreis in 2 Punkten 
schneidet (Sekante) und daher der Träger einer Sehne ist^ 
ein durch Punkte begrenztes Stück der Kreislinie (Bogen), 
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ein von zwei Radien eingeschlossener Winkel (Mittelpunkts- 
winkel, Centriwinkel). 

b) Eine Gerade b kann drei yerschiedene Lagen gegen 
den Ereis haben: 

1) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
kleiner als der Radius ist, so trifft sie den Ereis in 
zwei Punkten J5 und JB'. 

2) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
gleich dem Radius ist, so hat die Gerade einen einzigen 
Punkt mit dem Ereise gemein (Berührungspunkt) und 
heifst eine Tangente des Ereises. 

3) Wenn die Entfernung der Geraden vom Mittelpunkte 
gröfser ist als der Radius, so trifft die Gerade den 
Ereis nicht. 

Beweis. 1) Die Entfernung MD der Geraden h (Fig. 31) 
sei kleiner als der Radius. Ein Punkt P, welcher sich von D 
aus in der Richtung DB bewegt, entfernt sich fortwährend 
von M (§ 12 c). Wenn seine Entfernung von D gleich dem 
Radius geworden ist, so ist sein Abstand von M gröfser als der 
Radius (§ 12, Anmerkung). Es mufs also schon vorher eine 
Lage des bewegten Punktes P gegeben haben (die Lage J?), in 
welcher derselbe von M gerade um die Länge r (Radius) ent- 
fernt ist. — Ebenso beweist man, daCs auch auf der entgegen- 
gesetzten Richtung der Geraden h ein Schnittpunkt mit dem 
Ereise zu finden ist. 

2) Die Entfernung MÄ der Geraden t (Fig. 31) sei gleich r. 
Ä liegt alsdann auf dem Ereise. Der Punkt P, welcher sich 
von A weg auf der Geraden t bewegt, entfernt sich von M und 
liegt daher jederzeit (die Anfangslage A ausgenommen) aufser- 
halb des Ejreises. — Die Gerade t hat nur den Punkt A mit 
dem Ereise gemein. 

3) Wenn man die Betrachtung 2) auf die Gerade g (Fig. 31) 
anwendet, deren Entfernung MF gröfser als r ist, so ergiebt 
die Behauptung in 3). 

Folgerungen. Aus dem Satze b, 2 folgt: 

c) Die im Endpunkte des Radius errichtete Senkrechte 
ist eine Tangente des Ereises. 

Die Strecke MA in Fig. 31 hat die 3 Eigenschaften, dafs 
sie durch den Mittelpunkt des Ereises und durch den Berührungs- 
punkt der Tangente t g^ht und auf dieser Tangente senkrecht 
steht. MA ist also sowohl die Verbindungslinie des Mittel- 
punktes mit dem Berührungspunkte, als auch die im Berührungs- 
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punkte auf die Tangente errichtete Senkrechte und die aus dem 
Mittelpunkte auf die Tangente gefällte Senkrechte. Daher die 
Sätze: 

d) 1) Die im Berührungspunkt errichtete Senkrechte 
geht durch den Mittelpunkt. 

2) Die aus dem Mittelpunkte gefällte Senkrechte geht durch 
den Berührungspunkt. 

3) Die Gerade ; welche den Mittelpunkt mit dem Berüh- 
rungspunkte verbindet, steht auf der Tangente senkrecht. 

§ 16. Symmetriesätze. 

BB' sei eine Sehne des Kreises (Fig. 31) und ÄF der 
dazu senkrechte Durchmesser. Die halbe Umdrehung der Figur 
um ÄF bringt den Punkt B in die Verlängerung von BD über 
B hinaus und B ist auch in der neuen Lage (wie auch während 
der Bewegung) ein Kreispunkt. Daraus folgt, dafs B in den 
zweiten Endpunkt J?' der Sehne BB^ gelangt. Die Tangente 
BF in B kommt in die Lage B'F und ist auch in der neuen 
Lage (wie auch während der Bewegung) Tangente des Kreises 
(in jB'). Der Radius MB kommt nach MB' und ist wieder 
ein Eadius des Kreises. Daraus folgt: 

a) Der Kreis ist symmetrisch in Bezug auf jeden Durch- 
messer als Achse. Es entsprechen sich die Endpunkte jeder 
zum Durchmesser senkrechten Sehne, die Tangenten in diesen 
Endpunkten und die Radien nach diesen Endpunkten. 

Die Achse enthält den Mittelpunkt und den Schnittpunkt 
der Tangenten; sie ist die Halbierungslinie des Tangenten- 
winkels und des Mittelpunktswinkels (§ 6), sowie die Mittel- 
senkrechte von BB\ Daher folgen die Sätee: 

b) 1) Die Mittelsenkrechte der Sehne geht durch den 
Mittelpunkt etc. 

2) Die Halbierungslinie des Tangentenwinkels geht durch 
den Mittelpunkt etc. 

3) Die Halbierungslinie eines Mittelpunktswinkels steht auf 
der zugehörigen Sehne senkrecht und halbiert dieselbe. 

4) Die Gerade, welche den Mittelpunkt mit dem Scheitel 
eines Tangentenwinkels verbindet^ halbiert die zugehörige 
Berührungssehne senkrecht etc. 

c) Die Tangentenabschnitte, welche von dem Schnitt- 
punkte zweier Tangenten bis zum Kreise reichen, sind gleich 
grofs. 
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Anmerknng. Wenn die Gerade h (Fig. 31) sich parallel 
mit der anfänglichen Lage bewegt, bis sie mit t zasammenföllt, 
so Bedien die Punkte B und B' beide nach A. — Die Tangente 
ist als eine Gerade anzusehen, welche den Kreis in 2 zusammen- 
fallenden Punkten trifft. 

Zwei Kreise. 

a) Wenn die Mittelpunkte zweier Kreise zusammenfallen, 
so heifsen die Kreise koncentrisch. 

Wenn solche Elreise auch gleiche Radien haben, so fallen 
sie zusammen; denn sie werden durch Drehung der nämlichen 
Strecke um denselben Punkt beschrieben. 

b) Wenn die Mittelpunkte zweier Kreise nicht zusammen- 
fallen, so keifst die Verbindungslinie dieser Mittelpunkte die 
Centrale der beiden Kreise. Wenn alsdann die Kreise ein- 
ander treffen, so sind folgende Fälle zu unterscheiden: 

1) Die Kreise haben einen Punkt aufserhalb der Centralen 
gemeinsam. Alsdann haben sie noch einen zweiten 
Punkt gemeinsam und die Centrale ist die Mittelsenk- 
rechte der gemeinsamen Sehne. 




2) Wenn die Kreise einen Punkt der Centralen gemein 
haben, so haben sie in diesem Punkte eine gemeinsame 
Tangente, welche auf der Centralen senkrecht steht 
(Berührung von Kreisen). 

In beiden Fällen haben die Kreise keinen weitem Punkt 
gemein (ohne zusammenzufallen). 

Beweis. 1) Nach § 16 deckt die Figur 32 nach dem 
Umklappen um die Achse a ihre frühere Lage. Dann ist aber 
der gemeinsame Punkt B beider Kreise nach dem für a ent- 
sprechenden Punkte B' gekommen. 

2) Wenn die beiden Kreise den Punkt Ä (Fig. 33 oder 34) 
der Centralen gemeinsam haben, so ist Ä der gemeinsame End- 
punkt zweier Badien und die in Ä auf der Centralen errichtete 
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Senkrechte ist zugleich Tangente T)eider Kreise. Der Punkt Ä 
entspricht sich nun selbst für die Centrale a. 

y. ^ Die Kreise können in beiden Fällen 

keinen weitem Punkt 2> gemeinsam haben; 
6 sonst müfsten die Mittelpimkte auch auf 
der Geraden g liegen, welche die gemein- 
same Sehne BD oder ÄD senkrecht 
\A halbiert. Die Mittelpunkte der Kreise 
würden also beide in dem Schnittpunkte 
^ der Geraden a und g zusammenfallen, 
was der Voraussetzung in b) widerspricht. 

c) Die möglichen Lagen zweier 
Kreise überhaupt sind die folgenden: 

1) Die Kreise schliefsen einander aus (Taf. I, Fig. 15). — 
Die Centrale ist gröfser als die ^umme der Radien 
(um das Stück AB). 

2) Die Bereise berühren einander von aufsen (Fig. 33). — 
Die Centrale ist gleich der Summe der Badien. 

3) Der gröfsere Kreis schliefst den kleineren ein (Taf. I, 
Fig. 14). Die Centrale ist kleiner als die Differenz 
der Badien (um das Stück AB). 

4) Die Kreise berühren einander von innen (Fig. 34). — 
Die Centrale ist gleich der Differenz der Badien. 

5) Die Kreise schneiden einander. — Dieser Fall entsteht, 
wenn in Fig. 33 die Centrale kleiner oder wenn sie in 
Fig. 34 gröfser wird. — Die Centrale ist also kleiner 
als die Summe der Badien, aber doch noch gröfser als 
ihre Differenz. 

§ 18. Begriff und Anwendung der geometrisclien Örter. 

a) Alle Punkte der Ebene, welche einer Bedingung 
genügen, bilden eine Figur, welche ein geometrischer Ort 
genannt wird. 

Beispiel. Alle Punkte der Ebene, welche von dem Punkte 
M die Entfernung r haben, sind Endpunkte einer Strecke von 
der Länge r, deren Anfangspunkt der Punkt M ist. Durch die 

Drehung dieser Strecke um M entsteht nach § 15a ein Kreis: 

. 

b) Der geometrische Ort für diejenigen Punkte, welche 
von M den Abstand r haben, ist der Kreis, welcher mit dem 
Badius r um M gezogen ist. 
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Die Angabe dieses Ortes ist vollstSndig; denn aufser den 
Punkten jenes Ejreises giebt es keine andern Pnnkte der Ebene, 
welche von M die Entfernung r hätten^ oder: 

1) Alle Punkte, welche von M die Entfernung r haben, 
liegen auf dem Kreise. 

In der Angabe des Ortes sind auch keine Überflüssigen 
Linien oder Linienteile genannt; denn: 

2) Alle Punkte des Kreises haben von M die Entfernung r. 
In diesen beiden Behauptungen besteht der Inhalt des in 

b) ausgesprochenen Ortssatzes. Diese Behauptungen müssen im 
allgemeinen bewiesen werden (siehe § 20). In § 48b sind 
diese Beweise in der Beschreibung des Ortes durch die Bewegung 
einer Strecke enthalten. 

Wenn aufgegeben ist, über einer Strecke AB ^^^ c als 
Seite ein Dreieck zu zeichnen, von welchem der Winkel «*) 
gegeben ist, so mufs 1) der Eckpunkt C auf dem freien Schenkel 
des in A angetragenen Winkels a liegen. 2) Es kann alsdann 
jeder Punkt dieses freien Schenkels als Spitze des Dreiecks 
angenommen werden. Nach dem Vorigen kann man sagen: 

Ein Ort für C ist der freie Schenkel des in A angetragenen 
Winkels a. 

Ist nun als drittes Stück des Dreiecks z. B. die Seite a 
gegeben, so folgt auch aus dem Vorhergehenden: 

Ein zweiter Ort für C ist dei: mit a um B beschriebene 
Kreis. 

Die Spitze C mufs alsdann auf beiden Örtem zugleich liegen. 
Es giebt so viele Lagen für C und daher so viele Dreiecke, als 
gemeinsame Punkte beider Örter bestehen. 

e) Ein Punkt, der zwei Bedingungen zugleich genügt, 
wird durch zwei geometrische Örter gefunden. Es giebt so 
viele Lagen für diesen Punkt (so viele Lösungen der Auf- 
gabe), als gemeinsame Punkte beider Orter bestehen. 

d) Wenn über einer Strecke AB ^== c mit noch 2 ge- 
gebenen Stücken nur ein einziges Dreieck möglich ist, so 
müssen 2 Dreiecke, welche mit diesen 3 Stücken an ver- 
schiedenen Orten gezeichnet werden, zusammenfallen, sobald 
sie über dieselbe Gerade AB = c gestellt werden. 

Wäre dieses nicht der Fall, so gäbe es über AB 2 Dreiecke, 
welche der Aufgabe genügen, was der Annahme widerspricht. 



*) Der Bezeichnung in Fig. 22 zufolge soll der Winkel a des 
Dreiecks den Punkt A zum Scheitel haben. 

2* 
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e) Dreiecke heifsen kongruent^ wenn sie so gelegt werden 
können^ dafs sie einander decken. 

f) In kongruenten Dreiecken sind entsprechende Seiten 
und Winkel gleich. 

Entsprechende Stücke nennt man nämlich diejenigen, welche 
bei der Deckung der Dreiecke auf einander fallen. Diejenigen 
Winkel (Seiten), welche entsprechenden Seiten (Winkeln) gegen- 
überliegen, sind ebenfalls entsprechend. 

§ 19. Die 4 Fundamentalkonstruktionen des Dreiecks. — Die 
4 Eongruenzsätze. 

a) Über der Seite AB = c ein Dreieck zu konstruieren, 
wenn noch die beiden andern Seiten a und b gegeben sind. 

Analyse. Man hat für den Punkt C zwei örter: den 
Kreis, der mit a um B beschrieben ist und denjenigen, welcher 
mit h um Ä beschrieben ist. Die Kreise können über AB 
höchstens einen Punkt gemeinsam haben — man erhält jeden- 
falls nicht mehr als ein Dreieck, welches der Aufgabe genügt. 
Die Konstruktion ist leicht auszusprechen. Determination: 
Nur wenn die Bedingungen c < a + & und c'^ a — h erfüllt 
sind (§ 17c), erhält man 2 Schnittpunkte der Kreise, von 
welchen der eine über AC gelegene für C gewählt werden darf. 
Wenn c = a -{- b oder c =^ a — & , so fällt C auf die Gerade 
AB (Grenzfälle), so dafs kein Dreieck entsteht. Wenn c>a-|-5 
oder c < a — 6 , so treffen die Kreise einander gar nicht und 
man erhält ebenfalls kein Dreieck. 

Folgerungen: 1) Zwei Dreiecke sind kongruent^ wenn 
sie die 3 Seiten entsprechend gleich haben. 

2) In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten grofser 

als die dritte und die Differenz zweier Seiten ist kleiner 
als die dritte. 

1)) Aufgabe. In dem Punkte M den gegebenen Winkel 
ABC an die Gerade MN anzutragen (Fig. 16 u. 17 auf 
Taf. I). 

Beschreibe mit gleichen Radien um Scheitel B des ge- 
gebenen Winkels und den gegebenen Punkt M Kreisbogen. 
Mache PQ = FG^ so folgt aus der Kongruenz der Dreiecke 
FBG und PMQ (nach § 18 f), dafs ^ABC = PMN. 

c) über der Seite AB = c ein Dreieck zu konstruieren^ 
wenn noch die Seite b und der eingeschlossene Winkel a 
gegeben sind. 

Analyse. Man hat für zwei Örter, nämlich den freien 
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Schenkel des in Ä angetragenen Winkels a und den mit h um 
Ä beschriebenen £[reis. Da beide nur einen Punkt gemein haben 
können, so giebt es höchstens ein Dreieck, welches der Aufgabe 
genügt. Die Konstruktion ist mit Hilfe von b) auszuführen. 
Determination: Wenn a <i 180^, so giebt es immer eine 
einzige Lösung. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
2 Seiten und den eingeschlossenen Winkel entsprechend 
gleich haben. 

d) Über der Seite AB ^^ c ein Dreieck zu konstruier en, 
wenn noch die Seite a und der ihr gegenüberliegende Winkel 
a gegeben sind. 

Analyse. Man hat als Örter für den Punkt C den freien 
Schenkel des in Ä angetragenen Winkels a und den mit a um 
B beschriebenen Kreis. Beide Örter können höchstens 2 Punkte 
gemeinsam haben, so dafs es höchstens 2 Lösungen giebt. Die 
Konstruktion ist leicht anzugeben. Determination: Der 
Kreis trifft den Träger des freien Schenkels in keinem Punkte 
oder in einem Punkte oder in 2 Punkten, je nachdem der 
Radius a kleiner, gleich oder gröfser ist, als die Entfernung des 
freien Schenkels von a vom Punkte B. Von den zwei Punkten, 
welche im dritten Falle in Betracht kommen, liegt aber nur 
einer auf dem freien Schenkel von a (der andere auf dem 
Schenkel seines Nebenwinkels), sobald a> c (Taf. I, Fig. 19). 
In diesem Falle erhält man nur eine Lösung. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
2 Seiten und den der gröfseren gegenüberliegenden Winkel 
entsprechend gleich haben. 

e) Über der Seite -4B = c ein Dreieck zu konstruieren, 
wenn noch 2 Winkel gegeben sind. 

Wenn 2 Winkel gegeben sind, so kann man den dritten 
Winkel durch § IIa finden. Man darf also annehmen, dafs die 
beiden anliegenden Winkel ce und ß bekannt seien. Nun hat 
man als örter für G die freien Schenkel der in Ä und B an- 
getragenen Winkel a und ß. Dieselben haben nur einen Punkt 
gemeinsam, so dafs man nur eine Lösung erhält. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind kongruent, wenn sie 
eine Seite und 2 Winkel entsprechend gleich haben. 

Oeometrische Örter. § 20. 



a) Der geometrische Ort für 
diejenigen Punkte, welche von 



cc) Der geometrische Ort 
für diejenigen Punkte, welche 
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2 festen Punkten gleiche Ent- 
fernung haben (für die Mittel- 
punkte der Kreise^ welche durch 
diese Funkte gehen) , ist die 
Mittelsenkrechte der Verbin- 
dungslinie. 



von den Schenkeln eines Win- 
kels gleiche Entfernung haben 
(für die Mittelpunkte derEreise^ 
welche die Schenkel des Win- 
kels berühren); ist die Halbie- 
rungslinie des Winkels. 





Beweis zu a. (Fig. 35.) 1) Wenn MB = MB\ oder wenn 
M der Mittelpunkt eines Kreises ist, der durch B und B' geht, 
so mufs auch die Mittelsenkrechte der Sehue BB' durch M 
gehen (§ 16). 

2) Wenn M auf der Mittelsenkrechten a von BB" gelegen 
ist, so entsprechen sich die Strecken MB und MB' für die 
Achse a. Folglich ist MB = MB! und man kann mit dem 
Badius MB = MB' einen Kreis um M ziehen, der durch B 
und B' geht. 

Beweis zu ß, (Fig. 36.) 1) Wenn die senkrechten Ent- 
fernungen OP und OP^ gleich sind, oder wenn der Mittel- 
punkt eines Kreises ist, der die Winkelschenkel in P und P^ 
berührt, so mufs die Halbierungslinie a des TangentenMrinkels 
BÄB' durch gehen (§ 16). 

2) Wenn auf der Halbierungslinie des Winkels BÄB^ 
gelegen ist und die Winkel bei P und P' recht sind, so haben 
die Dreiecke OÄP und OÄP' alle Winkel entsprechend gleich. 
Dann entsprechen sich die Geraden ÄP und JLP', OP und OP^ 
für die Achse a (§ 6). Folglich sind auch die Schnittpunkte 
P und P', sowie die Strecken OP und OP^ entsprechend und 
man hat nach § 6c 0P=^ OP', ist dann der Mittelpunkt 
eines Kreises mit dem Eadius 0P= 0P\ der die Schenkel in 
P und P' berührt. 

b) Fragt man nach den Punkten, welche von zwei kon- 
vergenten Geraden gleiche Entfernung haben*), oder nach 

*) Die Senkrechten brauchen alsdann nicht auf den Schenkeln 
eines bestimmten unter den 4 gebildeten Winkeln aufzutreffen. 
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den Mittelpunkten von Kreisen^ welche diese Geraden be- 
rühren, so besteht der geometrische Ort derselben aus zwei 
zu einander senkrechten Geraden^ in welche die Halbierungs- 
linien der 4 gebildeten Winkel fallen. 

c) Wenn in Fig. 35 die Punkte B und B' nach dem 
Punkte A zusammenfallen^ oder wenn in Fig. 36 die Geraden 
AB und AB' beide in die auf a senkrechte Gerade h 
zusammenfallen y so erhält man den geometrischen Ort der 
Mittelpunkte von Kreisen, welche die Gerade h in A berühren. 
Dieser Ort ist die in A errichtete Senkrechte a. (Vergleiche 
§ 15 d.) 

Fortsetzung. 

a) Es giebt nur einen Punkt^ 
welcher von den Ecken eines 
Dreiecks ABC gleiche Entfer- 
nung hat oder der Mittelpunkt 
eines Kreises ist, welcher durch 
die Punkte A, B, C geht. In 
diesem Punkte schneiden sich 
die Mittelsenkrechten aller 
Dreiecksseiten. 



21. 



a) Es giebt nur einen Punkt 
(im Innern eines Dreiecks), 
welcher von den Seiten gleiche 
Entfernung hat oder Mittel- 
punkt eines Kreises ist, der 
die 3 Seiten berührt. In die- 
sem Punkte schneiden sich die 
Halbierungslinien der drei 
Winkel. 

Beweis zu a). (Fig. 37.) Man ziehe die Mittelsenkrechten 
m' und n»" der Seiten a und h, welche sich in M schneiden. Weil 




M auf der Mittelsenkrechten m liegt, ist MB'^ MC*, weil M 
auch auf w" liegt, ist MG = MA (§ 20 a). Daraus ergiebt sich, 
dafs MA = MB «= MC, oder dafs M von den Ecken gleiche 
Entfernung hat und Mittelpunkt eines Kreises ist, der durch 
Aj -B, C geht. Auch die Mittelsenkrechte von c mufs nach § 20 a 
oder § 10 b durch den Punkt M gehen. Ein zweiter Punkt 
derart ist unmöglich, denn auch er müfste auf den Mittelsenk- 
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rechten m und m (auch m"^ liegen und mit dem Schnittpunkte 
zusammenfallen. 

Beweis zu a. (Fig. 38.) Man ziehe die Halbierungslinien w 
und w" der Winkel a und /3. Dieselben schneiden sich in 0. Weil 
auf w liegt, so ist 0§ = OJB; weil auf w;" liegt, so ist 
OB. = OP (§ 20a). Daraus ergiebt sich, dafs OP = 0^ = 
OJ? oder dafs der Mittelpunkt eines Kreises ist, welcher die 
3 Seiten berührt. Auch die Halbierungslinie w" des dritten 
Winkels mufs nach § 20 a oder § 16 b durch den Punkt 
gehen. Ein zweiter Punkt derart ist unmöglich, denn auch er 
müfste nach § 20a auf w und w' liegen und mit dem Schnitt- 
punkte zusammenfallen. 

b) Fragt man nach den Punkten, welche von den Trä- 
gem der Seiten gleiche Entfernung haben ^); oder nach den 
Mittelpunkten von Kreisen, welche die Träger der Seiten 
berühren^ so ergeben sich 4 Punkte. Einer derselben liegt 
im Innern des Dreiecks und ist der Schnittpunkt der Geraden^ 
welche die Innenwinkel halbieren. Die drei übrigen Punkte 
liegen in den Feldern, welche den Dreiecksseiten anliegen, 
und in jedem derselben schneidet sich die Halbierungslinie 
eines Innenwinkels mit den Halbierungslinien der AuTsen- 
winkel an den übrigen Ecken. 



rif?. 39. 
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§ 22. Aufgaben. 

a) Die Mittelsenkrechte einer Strecke zu konstruieren. 

Auflösung. Man ziehe um die Endpunkte B und B' der 
Strecke (Fig. 39) als Mittelpunkte Kreise von gleichem Eadius, 
welche sich schneiden. Die Schnittpunkte und B liegen auf 
der gesuchten Senkrechten und bestimmen dieselbe. 

Beweis. Die Schnittpunkte C und D liegen auf der Mittel- 
senkrechten von J?JB', weil sie von B und B^ gleiche Entfernung 
(den Eadius der Kreise) haben (§ 20 a). 

*) Die Senkrechten brauchen alsdann nicht die Seiten selbst, 
sondern nur ihre Träger zu treffen. 
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ec) Die Halbierungslinie eines Winkels zu konstruieren. 

Auflösung. Um den Winkel BCB" (Fig. 40) zu halbieren, 
ziehe man mit beliebigem Badius um C einen Kreisbogen BB', 
Mit dem gleichen Eadius ziehe man um B imd B" Kreise, welche 
sich in G und einem Punkte D der gesuchten Halbierungslinie 
schneiden. 

Beweis. Nach a) ist CD die Mittelseukrechte der Strecke 
BB'. Die Geraden CB und OB" entsprechen sich also symmetrisch 
für die Achse CD, und CD halbiert deshalb den Winkel BCB'. 

b) Von einem gegebenen Punkte aufserhalb einer Ge- 
raden die Senkrechte auf dieselbe zu fällen. 

Auflösung. Man ziehe um den gegebenen Punkt C (Fig. 41) 
einen Kreis, welcher die Gerade in B und B' schneidet. Mit 
dem nämlichen Radius ziehe man um B und B' zwei Kreise, 
welche sich in C und einem zweiten Punkte D der gesuchten 
Senkrechten schneiden. 

Beweis. Nach a) ist CD die Mittelsenkrechte von BB'] 
da dieselbe durch C geht, so ist die Aufgabe gelöst. 

ß) In einem gegebenen Punkte innerhalb einer Geraden 
eine Senkrechte auf dieselbe zu errichten. 

Auflösung. Ist Ä (Fig. 42) der gegebene Punkt, so 
schneide man mit dem Zirkel auf beiden Seiten gleiche Stücke 
AB und AB' ab. Mit einem Badius, welcher gröfser ist als 
AB^ ziehe man um B und B^ Ejreise. Ihre Schnittpunkte liegen 
auf der gesuchten Senkrechten. 

Beweis. Die Schnittpunkte liegen auf der Mittelsenkrechten 
von BB". Da diese durch A geht, so ist die Aufgabe gelöst. 
Man kann übrigens durch die Kenntnis von A den einen Schnitt- 
punkt der Kreise sparen. 

Winkel und Bogen. § 23. 

a) Wenn man der Kreislinie eine beliebige Drehung 
um den Mittelpunkt giebt, so deckt sie ihre frühere Lage. 

Beweis. Der Kreispunkt bleibt bei dieser Drehung End- 
punkt einer Strecke, die sich um den Anfangspunkt dreht. 

b) Folgerung. Man kann daher Bogen desselben Kreises 
auf einander abtragen wie geradlinige Strecken. Man kann 
die Summe oder Differenz von zwei Bogen bilden ; zusehen^ 
ob sie gleich sind (Deckung) oder ob der eine gröfser ist 
als der andere. 

c) Zu gleichen Bogen gehören gleiche Mittelpunktswinkel 
und umgekehrt. 



t 
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§ 24, 



Fig. 43. 




Beweis, l) Man drehe den einen Bogen (Mittelpnnkts- 
winkel) um den Mittelpunkt, bis er den andern deckt. Dann 
decken sich auch die zugehörigen Mittelpunktswinkel (Bogen). 

d) Ein Bogen^ welcher 360 mal in der Kreislinie ent- 
halten ist, heifst (Bogen-) Grad (^). Ein Grad 
wird in 60 (Bogen-) Minuten (') und diese 
in 60 (Bogen-)Sekunden (") geteilt. 

e) Folgerung. Ein Bogen hat ebenso- 
viele Bogengrade, als der zugehörige Mittel- 
punktswinkel Winkelgrade enthält. 

Wenn man mit AGB (Fig. 43) die Mafe- 

zahl (§ 56) des Winkels AGB und mit AB 
die Mafszahl des Bogens AB^ beide in Graden ausgedrückt, be- 
zeichnet, so kann man setzen 

-^AGB^^AB. 

Peripheriewinkel, Sehnen- und Sekantenwinkel. 
a) Erklärungen. Unter den Winkeln, deren Schenkel 
einen Kreis trefiFen, unterscheidet man: 

1) Winkel, deren Scheitel auf dem Kreise liegen (Peri- 
pheriewinkel). 

2) Winkel, deren Scheitel im Innern der Kreisfläche liegen 
(Sehnenwinkel mit dem besondern Fall der Mittel- 
punktswinkel). 

3) Winkel, deren Scheitel auTserhalb der Kreisfläche liegen 
(Sekantenwinkel mit dem besondern Fall der Tangenten- 
winkel). 



Fig. 44. 



Fig. 45. 



Fig. 46. 



Fig. 47. 
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b) Der Peripheriewinkel hat halb so viel Grade, als der 
eingeschlossene Kreisbogen. 

Beweis, l) Der Peripheriewinkel ist von einer Tangente 
{AB m Fig. 44) und einer Sehne AB gebildet. Man ziehe die 
Halbierungslinie GE des Mittelpunktswinkels AGB, welche nach 
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§ 16a, 3 auf der Sehne AB senkrecht steht. Alsdann sind die 
Winkel, welche mit a bezeichnet sind, einander gleich, weil ihre 
Schenkel paarweise senkrecht auf einander stehen (§ 5e). Man 

liest nnn nach § 23e ab: u = ÄE = ^ÄB (§ 23e), worin 
der Beweis liegt. 

2) Der Peripheriewinkel ist von zwei Sehnen AB und AC 
gebildet (Fig. 45). Der Winkel BAC erscheint als Differenz der 
Sehnentangentenwinkel BAC und DAB. Nun hat man nach l): 

-^ DA (7 = ^ io und ^BAB = \ AB. Durch Subtraktion 

ergiebt sich: ^ BAC =\BC. 

e) Der Sehnen winkel hat halb so viel Grade ^ als die 
Summe der Bogen, die von ihm und seinem Scheitelwinkel 
eingeschlossen sind. 

Beweis. (Fig. 46.) €t = ß -^ y {% IIb). Wenn man hier 

ß = ^CB imd y = ^-4D einsetzt, so ergiebt sich die Be- 
hauptung. 

d) Der Sekantenwinkel hat halb so viel Grade, als 
die 'Differenz der Bogen, die von seinen Schenkeln ein- 
geschlossen sind. 

Beweis. (Fig. 47.) j3 = a + y (§ IIb), oder a = ß — y. 

Wenn man hier ß = ^BB und y = ^AC einsetzt, so ergiebt 
sich die Behauptung. 

Gteometrischer Ort. — Aufgaben. § 25. 

a) Der geometrische Ort für die Spitzen aller Winkel 
von gegebener Gröfse^ deren Schenkel durch A und B gehen^ 
besteht aus zwei Ejreisbogen^ die ebenfalls durch diese Punkte 
gehen und sich für die Linie AB symmetrisch entsprechen. 

Beweis, y sei der gegebene Winkel (Fig. 48). So lange 
C sich auf dem Bogen ACB bewegt, bleibt der ^ ^g 
Wmkel ACB von derselben Gröfse (§ 24 b). 
Wenn aber C aus der Kreislinie heraustritt, so 
wird Winkel ACB gröfser oder kleiner, weil er 
als Sehnenwinkel oder Sekantenwinkel halb so groJjs 
ist, als die Summe oder Differenz zweier Bogen, 
deren einer immer der Bogen AB sein wird. 
Durch Umklappen um die Achse AB erhält man 
den andern Teil des geometrischen Ortes, den \^ y^, 
Bogen ACB. — ^ 

b) Wird der Winkel y recht, so stellt der Bogen ACB 
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einen Halbkreis vor und die beiden zm AB symmetrischen 
Bogen machen einen ganzen Kreis aus (Ort für die Spitzen 
der rechtwinkligen Dreiecke mit der Hypotenuse AB), 

Flg. 49. c) Aufgabe. Von einem Punkte A 

(Fig. 49) aufserhalb eines Kreises Tangen- 
ten an den Kreis zu ziehen. 

Auflösung. Die Berührungspunkte sind 
die Durchschnittspunkte des gegebenen Kreises 
mit einem andern, der über AC als Durch- 
messer errichtet ist. 

d) Aufgabe. Einen Kreis zu. zeich- 
nen, welcher über einer Sehne {BD Fig. 49) einen gegebenen 
Winkel ß als Peripheriewinkel fafst. 

Auflösung. Trage den Winkel ß an den einen Endpunkt 
B der Sehne an und konstruiere einen Kreis, welcher durch B 
und D geht und den Schenkel BA m B berührt, um den 
Mittelpunkt dieses Kreises zu finden, hat man die in B auf die 
Tangente BA errichtete Senkrechte mit der Mittelsenkrechten 
von 52) in C zu schneiden (§ 15d, 1 und 16 b, 1). 




III. Abschnitt. 

Die besonderen Vielecke. 

§ 26. Das gleichschenklige Dreieck. 

b) Ein Dreieck, welches zwei gleiche Seiten hat (gleich- 
schenkliges Dreieck) ist symmetrisch für eine Achse, mit 
welcher folgende Transversalen zusammenfallen: 

1) Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze*). 

2) Die Mittelsenkrechte der Grundlinie**). 

3) Die durch die Spitze gezogene Höhe. 

4) Die durch die Spitze gezogene Mittellinie. 

Beweis. CD (Fig. 50) sei die Halbierungslinie des Winkels 
an der Spitze. Nach § da entsprechen sich die Schenkel CA 
und CB für die Achse CD. Ebenso entsprechen sich nach 
§ 3a die Punkte A und J5, welche von C gleichen Abstand 
haben, für die Achse CD. Nun ist l) CD als die Halbierungs- 

*) Spitze nennt man den gemeinsamen Punkt der gleichen Seiten. 
*'^) Grundlinie helTst die der Spitze gegenüberliegende Seite. 
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linie des Winkels ÄCB gezogen; 2) ist CD nach § 6a die 

Mittelsenkrechte yon AB] 3) ist CJD die 

dnrch C gezogene Höhe, weil (nach 2) die 

Winkel bei D recht sind; 4) ist CD die 

durch die Spitze gezogene Mittellinie, weil 

(nach 2) D die Mitte von AB ist. 

Anmerknng. Die Dreiecke ADC und 
BDC entsprechen sich symmetrisch für die 
Achse ODj weü ihre Eckpunkte paarweise 
entsprechend sind (C und D entsprechen sich selbst). Die Drei- 
ecke yerwechseln ihre Lage durch das Umklappen. 

b) Wenn die 4 Transversalen zusammenfallen, so kom- 
men einer jeden die Eigenschaften der übrigen zu: 

1) Die Halbierungslinie des Winkels an der Spitze halbiert 
die Grundlinie senkrecht. 

2) Die Mittelsenkrechte der Grundlinie geht durch die 
Spitze und halbiert den Winkel daselbst. 

3) Die ans der Spitze auf die Grundlinie gefällte Senk- 
rechte halbiert die Grundlinie und den Winkel an der 
Spitze. 

4) Die von der Spitze nach der Mitte der Grundlinie ge- 
zogene Gerade halbiert den Winkel an der Spitze und 
steht senkrecht auf der Grundlinie. 

Das symmetrisclie Vierseit (Deltoid). § 27. 

a) Wenn ein Viereck zwei Paare gleicher Nachbarseiten 
hat (Delto'id)*), so ist es symmetrisch für eine Achse, mit 
welcher folgende Linien zusammenfallen: 

1) Die Halbierungslinien der Winkel, welche von gleichen 
Seiten eingeschlossen sind. 

2) Die Diagonale ; welche die Scheitel dieser Winkel ver- 
bindet (Längendiagonale). 

3) Die Mittelsenkrechte der zweiten Diagonale (Quer- 
diagonale). 

Beweis. Die Querdiagonale ACy Fig. 51, bildet mit den 
Seiten des Deltolds zwei gleichschenklige Dreiecke, deren ge- 
meinsame Grundlinie sie ist. Die Mittelsenkrechte von AC geht 
also durch die Spitzen B und D dieser Dreiecke (§ 26 b, 2). 
Für diese Achse BD entsprechen die Ecken B und D sich 
selbst, während A und C einander zugeordnet sind (§ 6 b). 

*) DeltoYde mit erhabenen Winkeln sind nicht ausgeschlossen. 



30 



m. Absch^tt. 




c 




Daher entsprechen sich auch die Seiten DA und DC, BA uüd 

BC. 1) Die Symmetrieachse fSllt nach § 6 a 
mit den Halbierungslinien der Winkel bei B 
und D zusammen. 2) Die Achse geht nach 
dem vorher Gesagten durch B und D, stellt 
also die Längendiagonale vor, und ist 3) eben- 
falls nach dem Vorigen die Mittelsenkrechte 
von AC, 

Anmerkung. Die Dreiecke ABB und 
CBB entsprechen sich, weil die Ecken J., jB, D 

des ersten den Ecken (7, J?, D des zweiten entsprechen. 

§ 28. Eonstruktion von Vierecken. 

Fig. 62. a) JSC/ und BC seien 

m.' jp\ g^zwei Seiten eines Vierecks 

{GC eine Diagonale desselben). 
Man soll das Viereck kon- 
struieren, wenn nacheinander 
folgende Bedingungen gegeben 
sind: 

1) Je zwei gegenüberliegende Seiten sollen parallel sein. 
BG\\CS, BÜ\CBr. 

2) Je zwei gegenüberliegende Seiten sollen gleich sein. 
m = m', n = n\ 

3) Je zwei gegenüberliegende Winkel sollen gleich sein. 
^ GBO' = CB^a, ^ BGB = BCBT. 

4) Zwei gegenüberliegende Seiten sollen gleich und parallel 
sein. BG || BC und m = fn. 

5) Die Diagonalen sollen einander halbieren. BÄ^^ AB, 
GA = AC. 

Auflösungen: 

1) Ziehe durch C' die Parallele zm BC und durch C die 
Parallele zu BC\ Man erhält nur eine einzige Lage für 
den vierten Eckpunkt und dadurch nur ein einziges Viereck. 

2) Ziehe um 0' einen Kreis mit m und um G einen Kreis 
mit n\ Die Kreise haben zwar zwei gemeinsame Punkte; 
aber man darf von denselben nur denjenigen wählen, welcher 
nicht mit B auf derselben Seite von CC liegt. Man erhält 
also ebenfalls nur ein einziges Viereck. 

3) Wenn je zwei gegenüberliegende Winkel einander gleich 
sind, so betragen zwei an derselben Seite anliegende Winkel 
die Hälfte der Summe aller vier Winkel oder 180^. Dadurch 
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kann man aus dem Winkel bei B die Winkel bei G und C 
finden. Durch Antragen derselben erhftlt man zwei örter 
für B' und dadurch eine einzige Lage für diesen vierten 
Eckpunkt. — Man erhält nur ein Viereck. 

4) Ziehe durch C die Parallele zu BC und trage auf ihr die 
Länge m ab. — Man erhält nur ein Viereck. 

5) Die Mitte A von CC' mufs auch die Mitte der zweiten 
Diagonale sein. Der vierte Eckpunkt B' liegt also auf der 
Verlängerung von JB-ä. so, dafs AB' = AB. Man erhält 
nur ein Viereck. 

b) Erklärung. Ein Viereck, in welchem je 2 gegen- 
überliegende Seiten parallel sind (vergleiche die erste Eon- 
struktion) heilst ein Parallelogramm. 

c) Folgerung aus 1): Zwei Parallelogramme sind kon- 
graent, w^enn sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen 
Winkel übereinstimmen. 

Sätze über das Parallelogramm. § 29. 

Man gebe dem fünften der in § 28 konstruierten Vierecke 
eine halbe Umdrehung um den Punkt A. Jeder Eckpunkt ver- 
tauscht dadurch seine Lage mit dem gegenüberliegenden. Dadurch 
vertauscht auch jede Seite ihre Lage mit der gegenüberliegenden 
Seite: 

Die gegenüberliegenden Seiten sind einander gleich. 

Jede der Diagonalen deckt aber auch ihre eigene frühere 
Lage, sodafs die Wechsel Winkel fi und ^' sowie v und v ihre 
Lagen vertauschen. Diese Wechselwinkel f« und f*' sowie v und v 
sind gleich und: 

Die gegenüberliegenden Seiten sind parallel. 

Femer folgt aus dem Bisherigen: 

Die Seiten BC und B^C' sind gleich und parallel. 

Da die gegenüberliegenden Seiten ihre Lage vertauschen, so 
vertauschen auch die Vierecks winkel bei B und B' sowie die- 
jenigen bei C und C ihre Lage: 

Die gegenüberliegenden Winkel sind gleich. 

Das ftinfte Viereck erfüllt also die Bedingungen, welche für 
die Konstruktion der vier andern Vierecke gegeben sind. Da 
aber jedes dieser Vierecke nur in einem Exemplare vorhanden 
ist, so deckt das fünfte Viereck die vier andern. 

Da die fünf Vierecke in § 28 einander decken, so kann 
man jedem derselben die Eigenschaften der andern zuschreiben. 
Daraus folgen die Sätze: 
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a) In jedem Parallelogramm sind die gegenüberliegenden 
Seiten und Winkel gleich; die Diagonalen halbieren einander. 
h) Ein Viereck ist ein Parallelogramm^ wenn in ihm: 

1) Je zwei gegenüberliegende Seiten gleich sind. 

2) Zwei gegenüberliegende Seiten gleich und parallel sind. 

3) Je zwei gegenüberliegende Winkel gleich sind. 

4) Die Diagonalen einander halbieren. 

Das Resultat der halben Umdrehung des Vierecks läfst sich 
auch in dem Satze aussprechen: 

c) Das Parallelogramm ist symmetrisch für den Schnitt- 
punkt der Diagonalen. Jede durch Ä gezogene Gerade PP' 
teilt das Parallelogramm in zwei einander entsprechende 
Vierecke (bezüglich „Dreiecke"). Eine solche Gerade PP" 
wird im Punkte Ä halbiert und heilst ein Durchmesser des 
Parallelogramms. 

30. Die besonderen Parallelogramme. 

Fig. 58. Fig. 64. 



Fig. 55. 
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cp) Wenn in einem Paral- 
lelogramm zwei Nachbarseiten 
gleich sind, so sind alle Seiten 
gleich und die Figur heifst 
Rhombus. Jede Diagonale ist 
eine Symmetrieachse der Figur ; 
sie halbiert die Winkel, welche 
sie durchzieht, und halbiert 
auch die andere Diagonale 
senkrecht. In den Rhombus 
kann ein- Ereis beschrieben 
werden. 

Beweise, a) Wenn der Winkel A (Fig. 53) recht ist, so 
beweist maji mit mehrmaliger Anwendtmg von § 8 d, dafs die 
anderen Winkel auch recht sind. Man verbinde sodann die Mittel- 
punkte B und 8 von zwei Gegenseiten mit einander. Dann ist 
BS II OB nach § 29 b, 2, und BS wird als Mittelsenkrechte der 



a) Wenn in einem Paral- 
lelogramm ein Winkel ein 
rechter ist, so sind es alle. 
Die Figur heifst Rechteck. 
Das Rechteck hat zwei Sym- 
metrieachsen, von denen jede 
die Mittelsenkrechte von zwei 
Gegenseiten ist. Die Diago- 
nalen sind gleich. Um das 
Rechteck kann ein Ereis be- 
schrieben werden. 
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Gregenseiten DC und AB erkannt. Dann entsprechen sich A und 
B, C und B für die Achse BS {% ^ b), d. h. J2/S ist eine Sym- 
metrieachse des Bechtecks. Die Diagonalen AO und BB ent- 
sprechen sich für diese Achse und sind deshalb gleich. Ebenso 
beweist man die analogen Behauptungen für die Achse TV, Die 
vier Strecken MA^ MB^ MC, MB sind als Hälften der gleichen 
Diagonalen auch gleich, und die vier Ecken liegen daher auf 
einem Kreise mit dem Mittelpunkte M. 

a) Wenn die Seiten AB und BC des Parallelogramms 
(Fig. 54) dieselbe Länge a haben, so folgt aus § 29 a, dafs 
auch die übrigen Seiten diese Länge a haben. Der Bhombus 
kann aber auf doppelte Weise als Deltofd (§ 27) betrachtet 
werden. Folglich halbiert nach § 27 a jede Diagonale die Winkel, 
die sie durchzieht, und jede Diagonale ist die Mittelsenkrechte 
der andern. Die aufeinander folgenden Seitenabstände MP und 
MQ sind gleich, weil M auf der Halbierungslinie des Winkels 
ABC liegt (§ 20 a). Wenn je zwei aufeinander folgende Seiten- 
abstände gleich sind, so sind es alle^ und M ist der Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher die 4 Seiten des Ehombus berührt. 

h) Ein Viereck, welches Rechteck und Rhombus zugleich 
ist^ das heifst, welches lauter rechte Winkel und lauter gleiche 
Seiten hat; heifst Quadrat. Das Quadrat hat 4 Symmetrie- 
achsen. Zwei derselben sind Diagonalen. Die übrigen ver- 
binden die Mitten der Gegenseiten. 



Sehnenviereck und Tangentenviereck. 



§81. 




Fig. 67. 
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a) In einem Viereck, dessen 
Ecken auf dem Kreise liegen 
(Sehnenviereck), ist die Summe 
zweier Gegenwinkel 180®. 



cp) In einem Viereck, dessen 
Seiten einen Kreis berühren 
(Tangentenviereck), ist die 
Summe je zweier Gegenseiten 
gleich grofs. 

Beweise, a) (Fig. 56.) « = ^ • BCB-^ y = i • BAB-, 
« + y = ^ . 360® = 180® (vgl. § 24 b). 

Müller, Geometrie. I. 3. Aafl. 3 
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a) Die gleichen Tangentenabschnitte (§ 16 c) in Fig. 57 
sind mit gleichen Buchstaben bezeichnet. Man liest ab, dafs die 
Summe je zweier Gegenseiten x -{- y -{- z -{- u ist. 



b) Das Rechteck*) ist das 
einzige Parallelogramm^ um 
welches man einen Ereis be- 
schreiben kann. 



^) Der Bhombus ist das 
einzige Parallelogramm ^ in 
welches man einen Kreis be- 
schreiben kann. 



§ 82. Regelmäfsige Vielecke. 

Die folgenden Aufgaben setzen voraus, dafs man sich den 
Yollwinkel oder die Kreislinie in n gleiche Teile geteilt denke 
(n eine ganze Zahl). Die Ausführung dieser Konstruktion mit 
Zirkel und Lineal ist jedoch nur in einzelnen Fällen möglich, 
z. B. für n = 6 und n^= 10 und die daraus durch Halbierung 
oder fortgesetzte Verdoppelung von n erhaltenen Zahlen. 

a) Wenn man in einem Kreise n Radien zieht^ welche 
den Winkelraum um den Mittelpunkt in n gleiche Teile 

teilen, so entstehen auf der Peripherie 
die Ecken eines Vielecks, welches 
lauter gleiche Seiten und Winkel hat 
(regelmäfsiges w-Eck, Fig. 58). 

Beweis. Man lasse das Vieleck 

eme Drehung von 



Fig. 58. 




n 



um den Mittel- 



punkt beschreiben. Dann deckt jeder 
Badius den folgenden Radius der Fig. 58, 
und daher fällt auch jedes Eck des Viel- 
ecks auf das folgende Eck. Dabei deckt auch jede Seite die 
folgende, woraus die Gleichheit aller Seiten folgt. Femer deckt 
jeder Winkel den folgenden, so dafs auch die Gleichheit aller 
Vieleckswinkel erkannt wird. 

b) Aufgabe. Über der Seite -4 JB = 5 (Fig. 58) ein 
regelmäfsiges n-Eck zu zeichnen. 

Analyse. Die gemeinsame Gröfse aller Vieleckswinkel ist 
a = (ji — 2) • 180^ : n. Seien nun A und B zwei Ecken des 
Vielecks {AB ^= s)^ so ist ein Ort für die Lage des folgenden 
Eckpunktes der freie Schenkel des in B angetragenen Winkels or. 
Ein zweiter Ort ist der mit s um B beschriebene Kreis. Man 
erhält also für den dritten Eckpunkt G nur eine Lage und so fort, 



*) Das Quadrat wird zugleich als Kechteck und als Rhombus 
betrachtet. 
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so dafs über der Seite AB = s nur ein einziges regelmäfsiges 
n-Eck konstruiert werden kann. Die Konstruktion nach der 
Analyse ist leicht auszusprechen. Man erhält aber nach a) dieses 
einzig mögliche n-Eck auch, indem man die in a) beschriebene 
Konstruktion in einem Kreise vornimmt, welcher über der Sehne s 
den Centriwinkel 360® : n fafst. 

Folgerung. Jedes regelmäfsige n-Eck kann in einen 
Kreis gezeichnet werden. 

c) Um und in jedes regelmäfsige Vieleck läfst sich ein 
Kreis beschreiben. Die Mittelpunkte beider Kreise fallen in 
einen Punkt (Mittelpunkt des Vielecks). Durch diesen Punkt 
gehen die Mittelsenkrechten der Seiten und die Halbierungs- 
linien der Winkel. 

Nach der Folgerang aus b) läfst sich jedes regelmäfsige 
Vieleck (n-Eck) in einen Kreis zeichnen. Hiermit ist schon be- 
wiesen, dafs ein Kreis um das Vieleck beschrieben werden kann. 

In der Figur 58 deckt aber nach — Umdrehung jedes Dreieck 

wie ÄMBj BMC das folgende. Folglich decken sich auch die 
Höhen der aufeinander folgenden Dreiecke, d. h. alle Seiten des 
Vielecks haben vom Mittelpunkte denselben Abstand. Ein Kreis, 
der mit diesem Abstand als Eadius um M beschrieben ist, berührt 
alle Seiten des Vielecks. Nun gehen die Mittelsenki'echten der 
Seiten (Sehnen) nach § 20 a und die Halbierungslinien der Vielecks- 
winkel (Tangentenwinkel) nach § 20 a durch den Mittelpunkt. 

Anmerkung. Die Badien des dem Vieleck umbeschriebenen 
und des einbeschriebenen Kreises heifsen der grofse und der 
kleine Badius des regelmäfsigen Vielecks. 

Der Kreis als Grenzfigur regelmäMger Vielecke. § 33. 

a) 1) Zu gleichen Sehnen gehören gleiche Centriwinkel 
und gleiche Abstände vom Mittelpunkt. 2) Wenn man eine 
Sehne AB um A so dreht^ dafs der 
Winkel mit dem Radius AG wächst, ^^» ^'• 

so nimmt die Entfernung der Sehne 
vom Mittelpunkt zu. Die Sehne selbst 
und der Centriwinkel nehmen ab. Hat 
der Winkel GAB durch dieses Wachsen 
90® erreicht, so ist die Entfernung der 
Sehne vom Mittelpunkt dem Badius 
gleich und die Länge der Sehne ist 
Null geworden. 
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Beweise, l) Gleiche Sehnen sind entsprechende Seiten in 
zwei Dreiecken, deren übrige Seiten als Radien auch entsprechend 
gleich sind. Diese Dreiecke sind nach § 19 a kongruent und 
daraus folgt nach § 18 f die Gleichheit der zugehörigen Centri- 
winkel. Bringt man die Centriwinkel durch Drehung um den 
Mittelpunkt zur Deckung, so decken sich auch die beiden Drei- 
ecke und ihre Höhen, welche eben die Entfernungen beider Sehnen 
sind. 2) Wenn der Winkel GAB durch Wachsen zum Winkel CAD 
wird, so nimmt sein Komplementwinkel AGF ab und wird zum 
Winkel AGQ. AP und GQ müssen sich notwendig schneiden. 
Dann ist -^ AQP gröfser als -^ AQG oder gröfser als 90 ^ 
Folglich liegt ihm die gröfste Seite des Dreiecks APQ gegenüber 
und AF'^ AQ (§ 12 a). Was von den halben Sehnen gilt, gilt 
auch von den ganzen. — Ebenso folgt, dafs -^ QPG stumpf ist 
und GQ > GP. Wenn der Winkel GAB bis 90® gewachsen ist, 
so ist die Sehne ^^ in die Tangente des Punktes A überge- 
gangen, die Entfernung derselben vom Mittelpunkt ist dem 
Badius GA gleich und die Länge der Sehne AB ist Null ge- 
worden. 

h) Der Kreis ist die Grenzfigur, in welche ein regel- 

mäfsiges Vieleck übergeht, wenn 
seine Seitenzahl ins Unbegrenzte 
wächst. 

Die Aufsenwinkel des regel- 
mäfsigen n-Ecks haben die Gröfse 

360^ 

Jeder Vieleckswinkel ist daher 



Fig. 60. 




n 



180« — 



d60< 



n 



und der Winkel a 



180^ 
wird 90« — betragen. 



n 



(Fig. 60), welchen eine Vielecks- 
seite mit dem durch einen ihrer 
Endpunkte gehenden Radius bildet, 

Wenn sich die Seitenzahl n fort- 



während vergröfsert, so nähert sich dieser Winkel 90« und die 
Differenz PP' (Fig. 60) zwischen dem kleinen und grofsen Radius 
wird nach a) immer kleiner. Dadurch kann das umbeschriebene 
Vieleck (Fig. 60) dem Zusammenfallen mit dem einbeschriebenen 
Vieleck und dem dazwischen liegenden Kreise beliebig nahe ge- 
bracht werden. 
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IV. Abschnitt. 

Von der Fläche der Figuren. 

Flächen, welche kongruent sind oder sich ans kongruenten § 34. 
Stücken zusammensetzen. 

a) Kongruente Figuren , insbesondere Figuren ^ welche 
sich für eine Achse oder ein Centrum symmetrisch ent- 
sprechen, haben gleiche Fläche. 

Beispiel. Die beiden Dreiecke, in welche ein Parallelogramm 
durch eine Diagonale geteilt wird, haben gleiche Fläche, denn sie 
entsprechen sich symmetrisch für den Mittelpunkt des Parallele- 
granams. 

b) Für Parallelogramme, deren Winkel entsprechend 
gleich sind, gelten folgende Sätze: 

1) Wenn die homologen Seiten 6, 6', 6" gleich sind, so 
verhalten sich die Parallelogramme wie die Nachbar- 
seiten a, a', a". 

2) Wenn die homologen Seiten nicht gleich sind, so ver- 
halten sich die Parallelo- j.. gj^ 

gramme wie die Produkte 
a .b, a . V, a ' . &" zweier 

Nachbarseiten. */ ^ / *'/ ^' 1 ^1 ^ " 

Beweis. 1) Die Seiten h, I 1 I 

h\ h" (Fig. 61) seien gleich. Als- ^^ ^ a' ^ 

dann gehört zu jeder Seite a, a', a" 

ein bestimmtes Parallelogramm. Wenn die Seiten a und d gleich 
sind, so sind es auch die zugehörigen Parallelogramme a und a 
(§ 28 c und 34 a). Wenn die Seite a" die Summe der Seiten 
a und a ist, so wird auch das zugehörige Parallelogramm d' die 
Summe von a und d sein. Demnach folgt aus § 60 die Proportion 

a : a : a =^ a\ a \ a , 

2) Um a : a' == a . 6 : a' . &' zu beweisen (Fig. 62), nehme 
man das Parallelogramm a" mit den Seiten a und h zu Hilfe. 
Dann hat man nach l) 





«.«":«". «'=a.6:a'. 6' hl ^ 1 1 "" J u' J 
und weil a" sich forthebt: — ö — W tP 




et: a f=^ a ,0 \ a .6. 
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§ B5. Beredmung der Flächen von Rechtecken nnd Dreiecken. 

Die Flächenzahl einer Figur (auch kurz Fläche genannt 
und mit (o bezeichnet*) ist das Verhältnis der Fläche zur 
Flächeneinheit; oder diejenige Zahl; mit welcher man die 
Flächeneinheit vermehren muTs, um die Fläche der Figur zu 
erhalten. Als Flächeneinheit nimmt man ein Quadrat , dessen 
Seite der Längeneinheit (Meter) gleich ist (Quadratmeter). 

a) Die Fläche eines Rechtecks ist gleich dem Produkte 
aus Grundlinie und Höhe, o = gf . Ä**). 

h) Die Fläche eines Quadrats ist 
gleich der zweiten Potenz einer Seite. 

c) Die Fläche eines Dreiecks ist 
die Hälfte des Produktes aus Grund- 

g . h 



Fig. 63. 




linie und Hohe. 



CD = 



Beweise, a) Das Rechteck a in Fig. 63 und die Flächen- 
einheit B sind Parallelogramme von entsprechend gleichen Winkeln. 
Daher ist 

(o=^ix:e = g,h: 1.1 oder cd = g .h, 

b) Das Quadrat ist ein Rechteck mit gleichen Seiten. Daher 
ist (0 = g .g = g\ 

c) Wenn das Dreieck rechtwinklig ist, so ergänze man es 
zu einem Rechteck (Fig. 64), welches mit dem Dreieck gleiche 
Grundlinie g und die gleiche Höhe h haben wird. Die Fläche 
des Rechtecks ist g . h. Da dasselbe aus zwei gleichen (§ 34 a) 
Dreiecken besteht, deren eines das gegebene ist, so ist die Fläche 

eines solchen Dreiecks ^-!:—' 



Fig. 66. 



Fig. 66. 



Fig. 64. 






*) Der griechische Buchstabe od (Omega), der in der Stereometrie 
zur Bezeichnnng der Oberfläche gebraucht ist, soll auch hier für die 
Bezeichnung der Flächenzahl ebener Figuren gebraucht werden. 

**) Genauer: die Flächenzahl ist gleich dem Produkte aus den 
Längenzahlen von Grundlinie und Höhe. 



Von der Fläche der Figuren. 



39 



Ist das Dreieck nicht rechtwinklig, so unterscheide man die 
Fälle von Fig. 65 und ßß. 

Im ersten Falle hat man cd = ^ 1- ^^-x— = \ = ^^-z— • 

Im zweiten Falle dagegen co = ^ ^-^ = — =«= ^^-g— • 

Anmerkung. Das Quadratmeter wird in Quadratdecimeter 
(qdm), das letztere in Qaadratcentimeter (qcm) und dieses in 
Quadratmillimeter (qmm) geteilt. Es sind diese Flächen Quadrate, 
deren Seiten der Beihe nach 1 dm, 1 cm, 1 mm betragen. Aus 
b) ergiebt sich, dafs die Einteilungszahl des Quadratmeters 100 
ist, das heifst: 

1 qm = 100 qdm = 10 000 qcm = 1 000 000 qmm. 

Femer ist 
1 Quadrathektometer (Hektar = ha) = 100 Quadratdekameter 

(Ar = a) = 10 000 qm. 

Flächen von Parallelograinnieii , Trapezen, Tangenten- 
vielecken. 

a) Die Fläche eines Parallelogramms ist gleich dem 
Produkte aus Grundlinie und Höhe : o = g .h. 



36. 



Pig. 67. 



rig, 68. 



Fig. 69. 
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b) Die Fläche eines Trapezes (Viereck mit nur zwei 
parallelen Seiten) ist gleich dem Produkte aus der Höhe und 

der Hälfte von der Summe der parallelen Seiten, oj = ^\^ • Ä. 

c) Die Fläche eines dem Kreise umbeschriebenen Vielecks 
ist gleich der Hälfte des Produktes aus dem umring des 

Vielecks und dem Radius des Kreises, co » 



w .r 



Beweise, a) Das Parallelogramm (Pig. 67) ist das Doppelte 
eines Dreiecks von derselben Grundlinie und Höhe (§ 34 a). Da 

die Fläche des Dreiecks ^~- ist, so ist diejenige des Parallelo- 
gramms g . h, 

b) Das Trapez (Fig. 68) besteht aus zwei Dreiecken, welche 
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die Flächen -^^ und ^-~— haben. Durch Addition ergiebt sich 

c) Die Fläche besteht aus Dreiecken, welche je eine der 
Seiten /, 5", 5'" . . . des Vielecks zur Grundlinie und den Badius 
des Kreises zur Höhe haben. Man addiere die Flächen dieser 
Dreiecke und setze 5' + 5" -f- 5'" • • • = u, 

§ 37. Folgerungen aus § 35 und § 36 VerMltnisse von Flächen. 

a) Parallelogramme (Rechtecke, Dreiecke) von gleicher 
Grundlinie und Höhe haben gleiche Fläche. 

Parallelogramme (Rechtecke, Dreiecke) von gleicher Fläche 
und Grundlinie (Höhe) haben gleiche Höhe (Grundlinie). 

Beweis. Wenn die Grundlinien und Höhen gleich sind, so 
sind es auch die Produkte, d. h. die Flächen. Wenn die Flächen 
und Grundlinien gleich sind, so sind es auch die Quotienten 
derselben, d. h. die Höhen. 

b) 1) Rechtecke (Dreiecke, Parallelogramme) verhalten 
sich wie die Produkte von Grundlinie und Höhe. Bei glei- 
cher Höhe verhalten sie sich wie ihre Grundlinien und bei 
gleicher Grundlinie wie ihre Höhen. 

2) Parallelogramme (Dreiecke), welche einen Winkel 
entsprechend gleich haben, verhalten sich wie die Seiten, 
welche diesen Winkel einschliefsen. 

Der Beweis zu 2) ergiebt sich für Parallelogramme aus 
§ 34b, 2, für Dreiecke aber aus der Bemerkung, dafs jedes 
Dreieck halb so grofs ist als ein Parallelogramm, welches mit 
ihm jenen Winkel und die einschliefsenden Seiten gemeinsam hat. 

§ 38. Der Pythagoreische Lehrsatz. — Aufgaben. 

a) Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck die 
Hypotenuse durch die Höhe teilt, so ist das Quadrat über 
einer Kathete gleich dem Rechteck über der Hypotenuse und 
dem anliegenden Abschnitt derselben. 

cc) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat 
über der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate über 
den beiden Katheten (Pythagoreischer Lehrsatz). 

Beweise, a) Das Dreieck GAB (Fig. 70) fällt durch eine 
Viertelsdrehung um Ä mit dem Dreieck CÄJ zusammen, hat 
also mit ihm dieselbe Fläche. Nun ist aber AG AB die 
Hälfte von Rechteck GABE (§ 36 a und c) und A CAJ 
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Fig. 70. 




ist die Hälfte von dem Quadrate AJKB. Folglich hat auch 
dieses Quadrat dieselbe Fläche wie jenes Rechteck. 

a) Der Beweis ergiebt sich 
aus a), indem man die Summe 
der Quadrate BAJK und 
BLMC in Fig. 70 der Summe 
der Rechtecke ABHGr und 
CD HF gleichsetzt, welche zu- 
sammen das Quadrat ACFG 
bilden. 

b) Zusatz. In jedem 
rechtwinkligen Dreieck ist 
das Quadrat über einer Ka- 
thete gleich der Differenz der 
Quadrate über der Hypotenuse 
und der andern Kathete. 

c) Aufgabe. Ein Recht- 
eck in ein Quadrat zu ver- 
wandeln. 

y) Aufgabe. Ein Quadrat zu konstruieren, welches die 
Summe (Differenz) zweier gegebenen Quadrate ist. 

Auflösung, c) (Fig. 70.) AB HG sei das gegebene Rechteck. 
Man verlängere die kürzere Seite AB, bis sie AG gleich wird 
(AC =^ AG), und beschreibe über AC als Durchmesser einen 
Halbkreis. Die Verlängerung der Seite BH schneidet denselben 
in einem Funkte B, und ^J? ist die Seite des gesuchten Quadrats 
(Satz a). 

y) Wenn das gesuchte Quadrat die Summe der gegebenen 
sein soll, so konstruiere man ein rechtwinkliges Dreieck, in 
welchem die Seiten der gegebenen Quadrate Katheten sind. Die 
Hypotenuse dieses Dreiecks ist die Seite des gesuchten Quadrats. 
Soll das gesuchte Quadrat die Differenz der gegebenen sein, 
so ist die Seite desselben Kathete in einem rechtwinkligen 
Dreieck, in welchem die Hypotenuse und die andere Kathete 
den Seiten der gegebenen Quadrate gleich sind. 

Die Quadrate der Seiten scliiefmnkliger Dreiecke. 

a) Das Quadrat einer Dreiecksseite^ welche einem spitzen 
(stampfen) Winkel gegenüber liegt; wird erhalten, indem 
man die Summe der Quadrate der beiden andern Seiten ver- 
mindert (vermehrt) um das doppelte Rechteck aus der einen 
dieser Seiten und der Projektion der andern auf dieselbe. 



§ 39. 





Beweis. Ans Dreieck CBD hat 

«" — »' + (« + ?)'.*) 
Hierin ersetzt man A* durcli den aua Dreieck CDA ge- 
nommenen Wert 6* — 3*. 



ÄhnUche Ponktrelhen. 
Setmitt eines Winkels mit Parallelen. 
I 10. a) Wenn mao auf einem Winkelschenkel gleiche Stücke 

abträgt und durch die Teilpunkte Parallelen zieht, so ent- 
stehen auf dem andern Schenkel auch gleiche Abschnitte. 

^j ^j Beweis. In Fig. 73 sei 4B — £(7 

^ CD . . . und die Geraden a, 6, c, d seien 

parallel. Man verschiebe die ganze Figur 

längs der Geraden A^ um die Strecke AB. 

Dann fällt jeder der Punkte A, B, C ... 

auf den folgenden, jede der Geraden a,b,c,.. 

auf die folgende (§ 8d), und die Gerade 

AM kommt in die zu AM parallele Lage 

[ SO. Die Strecken m, n, o . . , auf AM 

kommen in die neuen Lagen m, n, o . . . . 

auf £0, und man liest aus den entstandenen 

Farallelogrammen sofort ab: 

m <B n, n^o, o=j)... 

a) Wenn man auf einem Winkelschenkel die LSnge x 

und auf dem aDdeni die Länge y mehrmals abträgt, so sind 

die durch entsprechende Teilpunkte bestimmten Linien parallel. 



*) Das obere Zeichen gilt für Fig. 71, dag untere fQr Fig. ' 
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Beweis. In Fig. 74 sei AB = BC. . . Fig. 74. 

=sa?, AB' «=» B'C . . . =3 y. Man ziehe 
BB^ und ziehe auch durch (7,2)... Paral- 
lelen zu BB'. Die durch C gezogene 
Parallele muTs auf dem andern Schenkel ein 
Stück von der LSnge y mit dem Anfangs- 
punkt B" abschneiden und daher durch C 
gehen. CC ist also mit BB" parallel, u.s. w. 

b) Zieht man durch die Mitte einer Dreiecksseite eine Paral- 
lele mit einer andern, so wird die dritte Seite ebenfalls halbiert. 

Die Behauptung folgt immittelbar aus Satz a). 

ß) Diejenige Strecke, welche die Mittelpunkte zweier 
Dreiecksseiten verbindet, ist mit der dritten Seite parallel 
und halb so grofs wie diese. 

Die erste Behauptung folgt unmittelbar 
aus Satz a). Um zu zeigen, dafs DE^=^AB, 
ziehe man EG || CA, Dann ist GA = GB 
= \AB (Satz b). Aus dem Parallelogramm 
AGED folgt nun DE =- AG = \AB. 

c) Aufgabe. Eine Strecke in n gleiche 
Teile zu teilen. 

Auflösung. Um die Strecke AD in Fig. 74 in n (in der 
Figur n = 3) gleiche Teile zu teilen, ziehe man durch einen 
Endpunkt A eine Gerade AM und trage eine beliebige LSnge 
y nmal ab. Den letzten Teilpunkt D' verbinde man mit D 
und ziehe durch die übrigen Teilpunkte Parallelen zu D'D^ 
welche AD in n gleiche Teile teilen (Satz a). 

ÄhnliclLe Ptuiktreihen auf konvergenten Trägern. 

a) Wenn 2 konvergente Gerade von parallelen Linien 
geschnitten werden, so verhalten sich 2 Strecken der einen 
Geraden wie die entsprechenden 
Strecken der andern. 

Beweis. In Fig. 76 ist durch 
die Parallelen zu jedem Punkte A^B .,, 
der Geraden a ein Punkt A\ B" der 
Geraden a zugeordnet. Wenn zwei 
Strecken auf a einander gleich sind, 
80 sind nach § 40 a auch die ent- 
sprechenden Strecken auf a gleich. 
Summe ^ C7 + CD zweier Strecken auf a die Summe B'C + ^'-^' 




Fig. 76. 




§ il. 



Femer entspricht der 
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der homologen Strecken auf a . Daxaus folgt nach § 60, dafs 
zwei beliebige Strecken von a sich wie die entsprechenden 
Strecken von d verhalten. 

Zusatz. Zwei Punktreihen heifseu ähnlich, wenn ihre 
Punkte einander paarweise so entsprechen, dafs 2 Strecken 
der einen Reihe sich verhalten, wie die entsprechenden 
Strecken der andern. Die Punktreihen auf den konvergenten 
Geraden in a sind also ähnlich. Der Schnittpunkt der beiden 
Träger entspricht sich selbst. 

Anmerkung. Von ähnlichen Punktreihen kann man auch 
sagen : Die Strecken h, c, d , . , der einen Beihe sind das «n fache 
von den entprechenden Strecken l>, c, d> , . . der andern Beihe, 
denn die Proportion h' : c : ^ = h : c: d wird ersetzt durch 
&' = m . &, c' = w . c . . . (§ 59). 

h) Umkehrung von a): Wenn die von dem Schnitt- 
punkte 8 ausgehenden Abschnitte auf der einen Geraden sich 
wie die entsprechenden Abschnitte der andern verhalten, so 
sind die Verbindungslinien entsprechender Endpunkte (Pro- 
jektionsstrahlen) parallel. 

Beweis. In Fig. 76 sei 

SB:SC = SB' : SC\ 1) 

Man ziehe durch C eine Parallele zu BB" und beweise, dafs 
ihr Schnittpunkt M mit der Geraden a kein anderer als der 
Punkt C ist. In der That hat man nach § 41a) 

SB:SC = SB' : SM. 2) 

Aus 1) und 2) schliefst man 

SB' : SC = SB' : SM oder SC = SM. 
Zusatz: Die Punktreihen in b) sind ähnlich (nach § 41a 
und Zusatz). 

c) Parallele Strecken, welche in einen Winkel eingelegt 

sind, verhalten sich wie die Abstände ihrer Endpunkte (auf 

demselben Winkelschenkel) vom Scheitel. 

Beweis. Man verschiebe das Dreieck 
Fig. 77. ^^^. j^^^g ^^^ Geraden SC, bis in die 

Lage B oder (& kommt. Dann ist die 
neue Lage @(£' von SC mit der alten 
parallel (§ 8 c). Man hat nach Satz a) 
B'B : (£©' = SB : ©ffi, oder nach Ein- 
setzung B'B :CC = SB: SG. 

Anmerkung. Bezeichnung der 
Länge und Bichtung von Strecken. 
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Um für Strecken auf derselben Geraden oder auf parallelen Ge- 
raden die Beziehung zwischen ihren Lungen und diejenige zwischen 
ihren Dichtungen durch dasselbe Zeichen auszudrücken, verfährt 
man folgendermafsen. 

Die zwei entgegengesetzten Eichtungen einer Geraden werden 
als positive und negative Richtung unterschieden. Es ist der 
Wahl überlassen, welche Richtung man als die positive an- 
sehen will, nur müssen, wenn parallele Geraden in der Figur 
vorhanden sind, die positiven Richtungen derselben überein- 
stimmen. Die Längenzahl einer Strecke erhält nun das positive 
oder negative Vorzeichen, je nachdem die Richtung von ihrem 
AnÜEuigspunkte nach dem Endpunkte mit der positiven oder ne- 
gativen Richtimg der Geraden übereinstimmt, und die so definierte 
algebraische Gröfse wird bezeichnet, indem man den Buchstaben 
des Endpunktes hinter denjenigen des Anfangspunktes schreibt 
und dieses Symbol mit einer BQammer umgiebt. Wenn in Fig. 78 
der Pfeil die positive Richtung bezeichnet und CA als Längen- 
emheit angesehen wird, so ist (CA) = + ^j (-^-^) = "t~ 3» 
{BA) = — 3, (AB) = — (BA). 

mg. 78. Pig. 79. 



CA B A C B 

-• • • • • — • • • • •- 



Der Quotient (das Verhältnis) und das Produkt zweier 
Strecken werden nach den Regeln der Algebra gebildet, so dafs 
dieselben positiv oder negativ werden, je nachdem die beiden 
Strecken gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. So ist 
z. B. das Verhältnis {CA : CB\ welches das Abstandsverhältnis 
des Punktes C von den Punkten A und B heifst, positiv in 
Fig. 78, nämlich {CA) : {CB) »= + 1 : 4 und negativ in Fig. 79, 
nämüch {CA) : {CB) = — 3:1. 

Nimmt man jedoch auf die Richtung der Strecken keine 
Bücksicht, so bezeichnet man die Strecken durch die Buchstaben 
der beiden Endpunkte in beliebiger Ordnung und ohne Klammer. 
Diejenigen Zahlen, welche die Länge von Strecken, ihr Verhältnis 
oder Produkt ausdrücken, erhalten kein Vorzeichen, sondern sind 
als absolute Zahlen zu betrachten. 

Mit Beziehung auf die Richtung der Strecken würde man 
für die ähnlichen Punktreihen in Fig. 76 schreiben: 

{SB) : {SC) -= {SB^ : {SC) und {B'B) : {C'C) = {SB) : {SC). 

Anijgaben. § 42. 

a) Satz und Aufgabe. Zwei ähnliche Punktreihen sind 
durch zwei Paare entsprechender Punkte bestimmt. Man soll 
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zu jedem weitern Punkte der einen Reihe den entsprechenden 
Punkt der andern finden. 

Auflösung. Man vereine zwei der als entsprechend an- 
gegebenen Punkte in S (Fig. 76). Mit der Verbindungslinie BB' 
der übrigen gegebenen Punkte müssen die Projektionsstrahlen 
parallel sein (§ 41b). Der zu C gehörige Punkt C wird also 
gefunden, indem durch C eine Parallele zu BB' gezogen wird. 

Fig. 80. b) Aufgabe. Zu drei Strecken a, b, c 

die vierte Proportionale x zu finden , das 
heifst die Proportion a:b = c:x zu erfüllen. 

Die Auflösung ist durch die Figur 80 ver- 
sinnlicht. Durch den Endpunkt von h ist eine 
Parallele zu der Strecke gezogen, welche die 
Endpunkte von a und c verbindet. Zum Be- 
weise wende § 41 a) an. 

c) Die Strecke AB (Fig. 81) oder ihre Verlängerung 
nach einem gegebenen Verhältnis r : s zu. teilen, d. h. einen 
Punkt P auf dem Träger von AB zu finden, so dafs 
PA:PB = r: s. 

Fig. 82. 
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Auflösung. Man trage von A und B aus auf zwei 
Parallelen die Längen r und s nach entgegengesetzter (gleicher) 
Richtung ab und verbinde die Endpunkte ¥ und B. {G und ff). 
Diese Verbijidungslinie schneidet den Träger von AB in einem 
Punkte C (D), welcher die Strecke AB innerhalb (auf serhalb) 
nach dem Verhältnis r : s teilt. Zum Beweise benutze man 
§ 41 c). 

y) Aufgabe. Die Punkte G und D (Fig. 81) bilden, 
wie man sagt, mit A und B vier harmonische*) Punkte« {AB 
ist in G und D harmonisch geteilt.) Wenn ein beliebiger 
Punkt C auf dem Träger von AB gegeben ist, so soll man 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt bestimmen. 

Auflösung. Ziehe durch A und B zwei Parallelen und 
schneide dieselben mit einer durch C gezogenen Geraden in F 

*) Siehe die Übungen § 7, Üb. 7. 
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und H, Mache AG gleich und entgegengesetzt gerichtet mit 
AFj so bestimmt die Gerade GH den gesuchten Punkt. 

d) Lehrsatz. Wenn die Strecke AB durch die Punkte 
C und jD harmonisch geteilt wird, so wird auch die Strecke 
CD durch die Punkte A und B harmonisch geteilt. 

Beweis. Man leite zunächst, ohne anf das Vorzeichen 
der Strecken Bücksicht zu nehmen, aus der Proportion CA : CB 
= DA : DjB, welche der 
Voraussetzung nach gilt, ^' 

durch Vertauschung der ^ ^ ^ ^ 

mittleren Glieder AC : AD 

= BC : BD ab, woraus die Behauptung mit Berücksichtigung 

der gegenseitigen Lage der Punkte sich ergiebt. 

Anmerkung zu c). um einzusehen, dafs C und D die 
einzigen Lagen des in Aufgabe c) gesuchten Punktes P sind, 
denke man sich das Verhältnis r : s veränderlich nnd folge nach- 
stehender Betrachtung (Fig. 81): 

Macht man GA = AF^BH, so fällt der Punkt C in 
die Mitte M zwischen A und B (Fig. 82), der zugeordnete Punkt 
D hingegen fällt wegen des Parallelismus von AB und GH 
(Fig. 82) in unendliche Ferne. Läfst man die Strecken AF = 
AG bis zum Zusammenfallen der Punkte F und G mit A ab- 
nehmen, während BH seine Länge beibehält, so rückt Punkt C 
aus der Mitte M gegen A und Punkt D aus unendlicher Ferne 
von links her ebenfalls gegen Ay bis beide in A zusammen- 
treflfen. Gleichzeitig hat das Verhältnis PA : FB = r : s von 
1 bis stetig abgenommen. Behält man aber die Länge von 
AF = AG bei, während man BH bis zum Zusammenfallen 
der Punkte B und H abnehmen läfst, so wandert C von M 
gegen B, und D rückt von rechts her aus unendlicher Feme 
gegen B, um zugleich mit C daselbst anzukommen. Dabei wächst 
der Wert des Verhältnisses PA : PB = r : s von 1 aus bis 
über jede angebbare Zahl. Man sieht hieraus, dafs das Ver- 
hältnis PA : PB nur zweimal einen gegebenen Wert annehmen 
kann. Man sieht hieraus femer: in A wie in B fallen je zwei 
zugeordnete Punkte in einem einzigen zusammen. Wenn zwei 
Punkte C und D sich so bewegen, dafs sie jederzeit die Strecke 
AB harmonisch teilen, so bewegen sie sich in entgegengesetzter 
Richtung. Zwei zugeordnete Punkte liegen auf der gleichen 
Seite des Mittelpunktes von AB. "Strecken, welche zugeordnete 
Punkte verbinden, schliefsen sich aus, oder die kleinere liegt 
innerhalb der gröfseren. Kreise, welche man über solchen Strecken 
als Durchmessern zieht, können sich nie schneiden. 
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§ 43» Ähnliche Pnnktrelhen auf parallelen Trägern. 

a) Parallele Gerade werden von den Strahlen eines 
Strahlbüschels . in ähnlichen Punktreihen geschnitten. Die 
entsprechenden Strecken derselben sind gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet; je nachdem der Mittelpunkt des Büschels 
aufserhalb oder innerhalb des Streifens gelegen ist 

Beweis. Die Verhältnisse 
SÄ : SÄ\ SB : SB', SC : SC\.. 
(Fig. 84) sind nach § 41 a gleich. 
Jedes der Verhältnisse AB : AlB^, 
ÄC:Ä'C\ BC'.B^C .... ist 
aber durch eines jener andern Ver- 
hältnisse auszudrücken (§ 41c). 
cc) Wenn die Träger 
zweier ähnlichen Punktreihen 
parallel laufen ^ so sind alle 
Projektionsstrahlen Strahlen eines Büschels. Der Scheitel 
desselben teilt die Projektionsstrahlen aufserhalb oder inner- 
halb nach dem Verhältnis entsprechender Strecken. 

Beweis. Die beiden Projektionsstrahlen AÄ und BBi 
mögen sich in S schneiden. Man zeige, dafs SC die Gerade a 
in keinem andern Punkte, als im entsprechenden Punkte 0' 
schneidet. In der That, wenn der Schnitt von SC mid a mit 
P bezeichnet wird, so ist AB : BC =^ AB' : B' C (nach Voraus- 
setzung) und AB \ BC = Ä B^ \ B' B (nach § 43 a). Daraus 
folgt ÄB: : B^C = XB' : J5'P, oder B^& = JTP. — Die Punkte 
C mid P fallen zusanmien. 

§ 44. Anwendungen. 

a) In jedem Trapez liegen die Mittelpunkte paralleler 
Seiten ; der Schnittpunkt der konvergenten Seiten und der 
Schnittpunkt der Diagonalen auf einer Geraden. Der Abstand der 

beiden ersten Punkte wird durch die 
andern harmonisch geteilt. 

Beweis. Nennt man die Hälften 
der parallelen Seiten r und 5, so sieht 
man aus Aufgabe c) in § 42, dafs jede 
Diagonale^ die Strecke MN innen nach 
dem Verhältnis r\s teilt, während jede der 
schiefen Seiten dasselbe aufsen thut. Hier- 
durch sind alle Behauptungen erwiesen. 

M) Die Geraden aus den Mitten 
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der Dreiecksseiten nach den gegenüberliegenden Ecken (die 
SchwerpnnktstransYersalen) schneiden sich in einem Punkte 
(Schwerpunkt) und teilen einander nach dem Verhältnis 1 : 2. 

Beweis. Die Gerade JDC (Fig. 85), welche die Mittelpunkte 
zweier Dreiecksseiten verbindet, ist mit AB parallel und schneidet 
also ein Trapez ab. Die Mittellinien AC und BD schneiden 
sich als Diagonalen des Trapezes auf der Geraden, welche durch 
die Mitten von AB und DC7, sowie durch geht (Satz a), und 
demnach nichts anderes als die dritte Mittellinie des Dreiecks ist. 
Nun verhält sich nach § ^Ic FC : FA = CD i AB = 1 i2. 

Die Halbierungslinien der Dreieckswinkel. § 45. 

a) Die Halbierungslinien eines Dreieckswinkels und seines 
Nebenwinkels teilen die gegenüberliegende Seite innen und 
aufsen nach dem Verhältnis der anliegenden Seiten. 

Beweis. (Fig. 86.) a) Wenn die Wmkel ACD und DCB 
einander gleich sind, so beweise man (§ 8, d, § 12/3), dafs die 
durch A mit CD gezogene Parallele A^T ein gleichschenkliges 
Dreieck AHC abschneidet. Der Parallelismus von AH und DC 

Fig. 86. 









hefert die Proportion DA: DB =^ CH : CB (§ 41a), woraus man 
durch Einsetzen von CA ftlr CH erhält: DA : DB = CA : CB. 
Wenn andererseits die Winkel ACG und GCH gleich sind, so 
ziehe man AK mit QC parallel und verfahre ganz wie im 
Vorigen, um GA\ GB ^=^ CA : CB zu erhalten. Aus diesen 
beiden Proportionen folgt die Behauptung. Da die Halbierungs- 
ünien der Winkel ACB und ACH die einzigen Geraden durch 
sind, welche AB innen und aufsen nach dem Verhältnis 
CA : CB teilen (Anmerk. zu § 42), so kann der Satz a) auch 
umgekehrt werden: 

^) Diejenigen Geraden , welche durch die Spitze eines 
Dreiecks gehen und die gegenüberliegende Seite innen und 

Maller, Geometrie. L 8. Aufl. 4 
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aufsen nach dem Verhältnis der andern Seiten teilen, sind 
die Halbierungslinien des Winkels an der Spitze und seines 
Nebenwinkels. 

§ 40. Anwendungen. 

a) Der geometrische Ort aller Punkte, deren Entfer- 
nungen von zwei festen Punkten A und B ein gegebenes 
Verhältnis bilden, ist ein Kreis, welcher AB nach demselben 
Verhältnis harmonisch teilt und die Strecke zwischen den 
Schnittpunkten zum Durchmesser hat. 

Beweis. 1) Wenn (Fig. 86) CA : CB =^ DA: DB = 
GA: GB^ so stehen CD und CG als Halbierungslinien zweier 
Nebenwinkel (§ 45«) senkrecht auf einander. Hieraus folgt nach 
§ 25 b, dafs C auf einem Kreise liegt, welcher die Strecke GD 
zum Durchmesser hat. 

2) Wenn DA : DB= GA: GB und C ein beUebiger Punkt 
des Kreises über dem Durchmesser DG ist, so mufs auch das 
Verhältnis CA : CB dem gemeinsamen Wert der Verhältnisse 
DA : DB und GA : GB gleich sein. Hätte nämlich CA : CB 
einen andern Wert, so würde C nach l) noch auf einem zweiten 
Kreise liegen, welcher AB nach diesem andern Verhältnis innen 
und aufsen teilt, was unmöglich ist, da nach § 42 Anmerkung 
diejenigen Kreise sich nicht schneiden, welche die Abstände zu- 
geordneter harmonischer Punkte zu Durchmessern haben. Aus 
1) und 2) folgt die Behauptung. 

cp) Der geometrische Ort aller Punkte, von welchen aus 
zwei Strecken AD und DB (Figur 86) unter gleichen Win- 
keln gesehen werden, ist ein Kreis, welcher AB in D und G 
harmonisch teilt und die Strecke DG zum Durchmesser hat. 

Der Beweis ergiebt sich aus § 45 und 46 a. 

b) Aufgabe. Auf einer Geraden sind 3 Strecken AB^ 
BC und CD gegeben. Man soll einen Punkt finden, von 
welchem aus diese Strecken unter gleichen Winkeln gesehen 
werden. 

Auflösung. Man konstruiere den geometrischen Ort a) 
zweimal für die Strecken AB^ BC und BC^ CD, Wenn die 
beiden Kreise sich schneiden, so erhält man zwei Punkte der 
gesuchten Art, deren Abstand von AD senkrecht halbiert wird. 

c) Ein Punkt C (Fig. 87) aufserhalb des Kreises und 
die zugehörige Berührungssehne teilen den durch C gezogenen 
Durchmesser harmonisch. 
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Beweis. (Fig. 87.) Wenn CO 
und CP Tangenten und AB der 
durch C gezogene Durchmesser ist, 
so sind die Bogen AO und AP und 
deshalb auch die Winkel COA und 
BOA einander gleich. Die Schenkel 
OA und OB des rechten Winkels 
AOB halbieren also in dem Dreieck 
GOD den Winkel bei und seinen 
Nebenwinkel, woraus (§ 45 a) .A C: J. D 
= BC : BD und (§ 42 d) CA : OB = DA: DB folgt. 



Fig. 
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Ähnlichkeit der Figuren. 

Ähnliche Figuren. 

Definition. 

a) Zwei Figuren (deren Punkte sich paarweise ent- 
sprechen) heifsen ähnlich, wenn man sie so in einen Strahlen- 
büschel legen kann, dafs je zwei entsprechende Punkte auf 
demselben Strahle liegen (perspektivische Lage) und die 
Abstände solcher Punkte vom Scheitel in einem festen Ver- 
hältnisse stehen. 

Dabei muTs angegeben sein, ob je 2 entsprechende Punkte 
auf verschiedenen Seiten oder auf derselben Seite des Scheitels 
8 liegen sollen (diese Bestimmung kann jedoch, wie die Anmer- 
kung erklärt, durch das Vorzeichen des Verhältnisses ausgedrückt 
sein). Im ersten Falle heifst der Punkt 8 innerer Ähnlichkeits- 
pmikt, im zweiten Falle heifst er äufserer Ahnlichkeitspunkt 
der beiden Figuren. Jeder Strahl des Büschels S heifst ein Ähn- 
lichkeitsstrahl. Verschiebt man die Figuren so, dafs nicht mehr 
je zwei entsprechende Punkte auf demselben Strahle eines Büschels 
liegen, so hat man eine „schiefe" Lage der ähnlichen Figuren 
erhalten. 

Anmerkung, Wenn man auf die Vorzeichen der Strecken 
und ihrer Verhältnisse Bücksicht nimmt, so wird der Ähnlich- 
keitspunkt ein innerer sein, sobald der gemeinsame Wert der 
Verhältnisse SA : 8A\ SB : SB" . . . negativ ist (Fig. 88 u. 90). 
Dagegen ist der Ähnlichkeitspunkt ein äufserer, wenn der Wert 
jener Verhältnisse positiv ist (Fig. 89 u. 91). Ist insbesondere 



§ 47. 
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der Wert jener Verhältnisse SA : SÄ\ SB : SJB^ . . . der posi- 
tiven Einheit gleich, so geht die Ähnlichkeit in Eongmenz über. 
Ist jener Wert der negativen Einheit gleich, so erhält man als 
besondem Fall der ähnlichen Figuren in perspektivischer Lage 
die centrische Symmetrie. 

b) Zusatz zu a). Die zweite Bedingung der Definition 
für 2 entsprechende Punkte eines Strahles kann man auch 
so aussprechen: Die Abstände vom Ähnlichkeitspunkt bis 
zu den Punkten der einen Figur sind das anfache der ent- 
sprechenden Abstönde für die andere Figur. 

Beweis. Die Proportionen SÄ' : SÄ =^ SB" : SB = SC: 
SC , . , werden durch die Gleichungen SÄ' = m . SÄ^ SB' = 
m . SB^ SC = m: SC . , , ersetzt, wo m den gemeinsamen Wert 
jener Verhältnisse bezeichnet (§ 59). 

c) Beispiele. 1) Die koncentrischen Kreisbogen in 
Fig. 88 oder Fig. 89 sind ähnliche Figuren. 2) Die parallelen 
Strecken -40 und Ä'C in Fig. 90 oder Fig. 91 sind ähnliche 
Figuren. 



Fig. 88. 



Fig 89 




Fig. 90. 





1) Je zwei (entsprechende) Kreispunkte liegen auf einem 
Strahle des Büschels S, Ihre Abstände von S stehen in dem- 
selben Verhältnis, nämlich in dem Verhältnis der Radien. 

2) Je zwei (entsprechende) Punkte liegen auf einem Strahle 
des Büschels S. Ihre Abstände vom Scheitel sieben in demselben 
Verhältnis, denn nach § 41a hat man SÄ' : SÄ = SB' i SB 
= SC : SC. 

d) Wenn der Ähnlichkeitspunkt und zwei entsprechende 
Punkte eines Ahnlichkeitsstrahles gegeben sind^ so kann 
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man zu jedem Punkte, der als Punkt der einen Figur an- 
genommen wird; den entsprechenden Punkt der andern Figur 
angeben. Die Anzahl der Paare entsprechender Punkte in 
beiden Figuren ist also unbegrenzt Der Ähnlichkeitspunkt 
ist der einzige sich selbst entsprechende Punkt beider Figuren. 

8 (Fig. 92) sei der Ähnlichkeitspunkt und ÄÄ' zwei ent- 
sprechende Punkte eines Ähnlichkeitastrahles. Um zu B den 
homologen Punkt B' zu finden, hat man 
zu bedenken: 1) J5' mufs auf dem Strahle *' ^ ' 

SB liegen. 2) Wenn 8Ä' : SÄ mit m be- 
zeichnet wird, so ist auch SB": SB = w, 
oder SB' = m . SB. Man kennt also 
die Strecke SB' (für die Eichtung siehe 
das zur Definition a Bemerkte) und ^- 
kommt durch Auftragen derselben zum 
Punkte J?'. Soll der zu S gehörige Punkt gesucht werden, so 
bedenke man, dafs der Abstand des Punktes S vom Scheitel 
Null ist. Der Abstand des entsprechenden Punktes vom Scheitel 
mufs das m fache hiervon, also ebenfalls Null sein. Wenn 
aufserdem noch ein Punkt beider Figuren sich selbst entspräche, 
wenn z. B. Ä und Ä' zusammenfielen, so wäre m = 1 und die 
Figuren müfsten zusammenfallen. 

Anmerkung. Wenn man im Auge hat, dafs die Anzahl 
der Paare entsprechender Punkte unbegrenzt ist, so spricht man 
auch wohl von ähnlichen Systemen*). Aus § 48 wird hervor- 
gehen, dafs man auch zu jeder Geraden der Ebene, als einem 
Strahle des ersten Systems einen entsprechenden Strahl des 
zweiten Systems bestimmen kann. 

Eigenschaften ähnlicher Figuren. § 48. 




a) Wenn beliebig viele 
Punkte der einen Figur in 
einer Geraden a liegen, so 
liegen die entsprechenden 



cp) Wenn beliebig viele 
Strahlen der einen Figur durch 
einen Punkt A gehen, so gehen 
die entsprechenden Strahlen 



*) Ein ebenes System ist die Gesamtheit der Punkte und Strahlen 
einer Ebene. Die Ebene heifst der Trager des Systems. Denkt man 
sich nun zwei Ebenen als zusammenfaUend, so kann man von 2 
ebenen Systemen auf demselben Träger sprechen. Im obigen Falle 
werden nun die Punkte und Strahlen der Ebene, sofern sie der einen 
Figur zugerechnet werden können, als Punkte des ersten Systems, und 
die Punkte und Strahlen derselben Ebene, sofern sie auch der zweiten 
Figur zugerechnet werden können, als Punkte des zweiten Systems 
angesehen. 
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Punkte auf einer zu a paral- 
lelen*) Geraden a. Die Ge- 
raden a und a heifsen entspre- 
chende Strahlen beider Figuren. 



der zweiten Figur durch den 
entsprechenden Punkt A\ 



Fig. 93. 




Es ist in § 47 c bewiesen wor- 
den, dafs den Punkten J., JB, C, D 
einer Geraden a (Fig. 93) die Punkte 
einer Geraden a' entsprechen, welche 
durch den Punkt ui', welcher Ä ent- 
spricht, parallel zu a gezogen ist. Be- 
liebig vielen Strahlen durch Ä ent- 
sprechen also ebensoviele Strahlen 
durch Ä\ 



b) Je zwei entsprechende 
Strecken bilden dasselbe Ver- 
hältnis**). 



ß) Je zwei entsprechende 
Winkel sind gleich. (Siehe 
die Übungen § 8 üb. 14.) 



Fig. 94. 




b) Man setze die perspektivische Lage voraus, l) Für die 

Strahlen des Büschels hat man (§ 47 a) 
SÄ' : 8Ä = SB' : SB=SC':SC=m 
(Fig. 94). Wende den Zusatz zu 
§ 41b an. 2) Für entsprechende 
Strecken auf parallelen Geraden folgt 
3,xiB% 4:1c) A'B':ÄB=SÄ':SA=m 
und jrC iBC^SBr : SB = m. 

ß) Entsprechende Winkel sind gleich, weil ihre Schenkel 
paarweise parallel laufen. 

Zusatz zu b). Die Strecken der einen Figur sind das 
m fache von den entsprechenden Strecken der andern Figur 
und verhalten sich demnach wie diese entsprechenden Strecken. 

Dies folgt aus den Gleichungen im Beweise von c), wenn 
man die Nenner wegschafft. 

c) Aufgabe. Zu einer gegebenen Figur eine ähnliche 
zu zeichnen, wenn die Länge der Strecke Ä'B' gegeben ist, 
welche der Strecke AB in der gegebenen Figur entspricht. 

1) Lege die Strecke A'B' auf AB^ so dafs die Anfangs- 



*) Bei perspektivischer Lage. 
**) Ausföhrhcher heifsen die Sätze b) und ß): 



Jeder Punktreihe der einen 
Figur entspricht eine ähnliche 
Pimktreihe der andern. 



Jedem Strahlenbüschel der einen 
Figur entspricht ein kongruenter 
Stxahlenbüschel der andern. 
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punkte AA' zusammenfallen. Dann ist AA der Ähnlichkeits- 
pnnkt beider Figuren (siehe die letzte Behauptung in § 47d), und 
man kennt die entsprechenden Punkte 
B^ S eines Ähnlichkeitsstrahles. Nach 
§ 47 d kann man zu jedem Punkte 
Cj D . , der ersten Figur den ent- 
sprechenden der zweiten Figur finden. 
Um C zu finden, ziehe man durch B' 
die Parallele zu BC, Ihr Schnitt- 
punkt mit der Verlängerung von AC 
ist der gesuchte Punkt. 

2) Man kann auch die gesuchte Figur in schiefer Lage 
konstruieren. Da das Verhältnis Ä B' \ AB = m gegeben ist, 
so kennt man die Länge aller Strecken der zweiten Figur, denn 
sie sind das tn fache der entsprechenden Strecken in der ersten 
Kgur (Zusatz zu c). Aufserdem sind alle Winkel der zweiten Figur 
bekannt, denn sie sind den entsprechenden Winkeln der ersten 
Figur gleich. Man findet also die Figur durch Wiederholung 
von Dreieckskonstruktionen. 

Anmerkung. Aus der zweiten Konstruktionsart erkennt 
man, dafs nur eine Figur als Lösung möglich ist. Die beiden 
in l) und 2) erhaltenen Figuren sind daher nicht verschieden. 

Ähnliclie Dreiecke. 

a) Dreiecke sind ähnlich, wenn sie zwei Winkel ent- 
sprechend gleich haben. 

Beweis. Die Dreiecke seien mit den 
gleichen Winkeln bei C und C' auf einander 
gelegt (Fig. 96), und aufserdem seien die 
Winkel bei A und Ä gleich. Alsdann sind 
die Seiten AB und A B^ parallel und aus 
§ 41a) folgt CA : CA = CB' : CB. Die 
Dreiecke ABC und A'B^C sind also ähnlich 
{AABC ^ AB'C) und in perspektivischer 
Lage; der .Ähnlichkeitspunkt ist der Punkt 
CC (§ 47 a). 

b) Aufgabe. Dreiecke zu zeichnen, von welchen ge- 
geben ist: 1) Das Verhältnis zweier Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel, 2) das Verhältnis zweier Seiten und 
der der gröfseren Seite gegenüberliegende Winkel, 3) die 
Verhältnisse der drei Seiten. 

Auflösung. Man nehme für eine dieser Seiten eine be- 
liebige Länge a an, dann kann man die übrigen in der Aufgabe 



§ 40. 
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vorkommenden Seiten berechnen oder konstruieren und das Drei- 
eck nach § 19 a), c), d) zeichnen. 

Man erhält nach § 19 ein einziges Dreieck, es sei das 
Dreieck ABC in Fig. 96, wo GB = a sein soll. 

FUr eine andere Seitenlänge a der Seite a erhält man auf 
dieselbe Weise ebenfalls ein einziges Dreieck. Man findet aber 
dasselbe leichter, indem man CB' gleich a macht und durch 
B" die Parallele B'Ä' zu AB zieht, denn beide Dreiecke sind 
ähnlich und haben deshalb die Winkel und Seitenverhältnisse 
gleich. 

Folgerung. Zwei Dreiecke sind ähnlich^ wenn in ihnen 
1) das Verhältnis zweier Seiten und der eingeschlossene 
Winkel, 2) das Verhältnis zweier Seiten und der der gröfseren 
gegenüberliegende Winkel, 3) die Verhältnisse der drei Seiten 
gleich sind. 

c) In ähnlichen Dreiecken ist das Verhältnis entspre- 
chender Transversalen (Höhen, Mittellinien . .) gleich dem 
Verhältnis entsprechender Seiten. 

Beweis für die Höhen. Die Dreiecke seien in perspektivische 
Lage gebracht. Die durch den Ähnlichkeitspunkt C, C (Fig. 97) 
Eig. 97. anf AB gefällte Senkrechte ist auch senk- 

recht auf A'B\ Die Schnittpunkte D, D' 
(§ 47 c, 2) und folglich auch die Strecken 
CD und CD' sind ^entsprechend. Nun folgt 
die Behauptung aus § 48 b. 

d) Die Umringe ähnlicher Dreiecke 
J^' stehen im Verhältnis homologer Seiten. 

Aus a = wa, 1/ == mh, c = mc folgt durch Addition 
a' ~^h' -j- c = m{a + & + c) oder a' + ^' + ^'- ^^ + & + c = w, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

e) Die Flächen ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie 
die Quadrate homologer Seiten. 

Aus a '^ m . a und h' ^^^^ m .h folgt 

— m2--2" oder --^:^^ = m% 

womit die Behauptung erwiesen ist. 

§ 50. Kreise als ähnliche Figuren. 

a) In ähnlichen Figuren (Systemen) entspricht jedem 
Kreise der einen Figur ein Kreis der andern. Die Mittel- 
punkte sind entsprechende Punkte. 
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Wenn die Punkte Ä, B . , , (Fig. 98) auf einem Kreise 
mit dem Mittelpunkte C liegen und C\ A\ j^ . . . die entspre- 
chenden Punkte der andern Figur sind, so hat man C'Ä : CA = 

C'B" :CB Da nun die Nenner GÄ, CB dieser Brüche 

gleich sind (gleich der Längenzahl des Eadius im Kreise 0), so 
müssen auch die Zähler gleich sein. Aus C'Ä ^= C' B\ , . folgt 
aber, dafs die Punkte A\ B' . . , auf einem Kreise liegen, de'ssen 
Mittelpunkt C dem Mittelpunkte C entspricht. 

b) Zwei beliebige Kreise können in doppelter Weise 
als ähnliche Figuren betrachtet werden. 

I. Für .den] innem Ahnlichkeitspunkt, der den Central- 
abstand innerhalb nach dem Verhältnis der Badien 
teilt; entsprechen sich die Endpunkte entgegengesetzt 
gerichteter Radien,. 

II. Für den äuiäern Ahnlichkeitspunkt; der den Gentral- 
abstand aufserhalb nach dem Verhältnis der Radien 
teilt; entsprechen sich die Endpunkte gleichgerichteter 
Radien. 

Beweis. I. CA und CA' sind Badien von entgegen- 
gesetzter Richtung. Nach § 41 c hat man SC : SC = SA' : SA =■ 
r\ r. Hieraus folgt: l) Die Geraden, welche die Endpunkte entgegen- 
gesetzt gerichteter Radien 
verbinden, gehen alle durch 
den Punkt S^ welcher den 
Centralabstand CQ innen nach 
dem Verhältnis der Radien 
teilt. 2) Die Abstände der 
Endpunkte von S stehen immer 
in dem Verhältnisse / : r. 
Wenn man also die Endpunkte ^^ 

entgegengesetzt gerichteter 

Badien als entsprechend ansieht, so liegen die Kreise so in dem 
Strahlenbüschel, wie es die Definition in § 47a verlangt, und 
sind ähnliche Figuren für den Innern Ähnlichkeitspunkt S. Ebenso 
beweist man die Behauptung 11. 

c) Wenn zwei Kreise sich für einen Ahnlichkeitspunkt 
entsprechen, so entsprechen sich auch die Sekanten mit ihren 
Schnittpunkten und die Tangenten mit ihren Berührungs- 
punkten paarweise. 

Beweis. Wenn ein Punkt auf der Geraden a und dem 
Kreise Ä zugleich liegt, so mufs der entsprechende Punkt auf 
der Geraden d und dem Kreise 1z zugleich liegen (§ 48 a u. § 50 a). 
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Also entspricht jedem der Schnittpunkte A und B von a mit h 
ein Schnittpunkt von a und Ä'. Fallen aber jene beiden Schnitt- 

p. g^ punkte auf h in einen 

jp i Punkt D, so müssen die 

" T^ \ homologen Funkte auf 

Ä' in den entsprechenden 
JL Punkt B' fallen, das 
heilst: einer Geraden a, 
welche ä in -D be- 
rührt, entspricht eine 
Gerade a\ welche h' im homolögen Punkte berührt. 

Zusatz. Entsprechende Tangenten sind parallel und die 
zugehörigen Radien sind gleich oder entgegengesetzt ge- 
richtet, je nachdem der Ähnlichkeitspunkt ein äufserer oder 
innerer ist. 

Anmerkung. Zwei Kreise bestimmen auf zweierlei Weise 
(durch den innern und durch den äufsern Ähnlichkeitspunkt) 
zwei ähnliche Systeme. 

§ 51* Anwendungen auf das rechtwinklige Dreieck. 

a) Wenn man in einem rechtwinkligen Dreieck die 
Höhe zieht, so ist eine Kathete die mittlere Proportionale 
zwischen der Hypotenuse und dem anliegenden Abschnitt. 
Die Höhe selbst ist die mittlere Proportionale zwischen den 
beiden Abschnitten der Hypotenuse. 

Beweis. In Fig. 100 sind die beiden Winkel a gleich, 
weil jeder mit dem bei C liegenden Winkel ß einen rechten 

Winkel ausmacht. Ebenso zeigt man, 
dafs die beiden Winkel ß gleich sind. 
Nun sind l) die Dreiecke AGB und 
ABC ähnlich, weil sie die Winkel ent- 
sprechend gleich haben. Folglich ver- 
halten sich die Seiten AB und AO des 
Dreiecks ABC wie die entsprechenden 
Seiten des andern Dreiecks, welche nun zu suchen sind: AB 
liegt dem rechten Winkel C gegenüber, folglich entspricht ihr 
die Seite AC des Dreiecks ABC^ weil sie ebenfalls dem rechte^ 
Winkel gegenüber liegt. Der Seite AC des Dreiecks ABC aber, 
welche dem Winkel ß gegenüber liegt, entspricht die Gegenseite 
AB des Winkels ß im Dreieck ABC. Daher hat man die 
Proportion AB i AC = AC i AB. 

2) Die Dreiecke ABC und CBB sind ebenfalls aus Gleich- 
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heit der entsprechenden Winkel ähnlich. Man findet auf ent- 
sprechende Weise: 

ÄD:I)C=DC:DB. 

b) Aufgabe. Zu zwei Strecken a und b die mittlere 
Proportionale x zu suchen, oder die Proportion a:x = x:b 
zu erfüllen. 

1. Auflösung. Man trage von einem Punkte M aus die 
gegebenen Strecken nach den entgegengesetzten Kichtungen einer 
Geraden (Fig. 101). 

Über der hierdurch erhaltenen Strecke NP als Durchmesser 
errichte man einen Halbkreis. Dann ist das in denselben fallende 
Stück MQ einer in M errichteten Senkrechten die verlangte 
mittlere Proportionale. 

2. Auflösung. Man trage von einem Punkte M (Fig. 102) 
einer Geraden aus die gegebenen Strecken nach der nämlichen 
Richtung auf dieser Geraden ab. Über MN als Durchmesser 
errichte man einen Halbkreis. Wenn die in P auf MN errich- 
tete Senkrechte denselben in Q trifft, so ist MQ die gesuchte 
mittlere Proportionale. 



Fig. 101. 



Fig. 102. 





Anwendungen auf die E^reislehre. 

a) Wenn man durch einen Punkt P Sekanten eines 
Kreises zieht, so hat das Produkt der durch diesen Punkt 
und den Ereis begrenzten Abschnitte für jede Sekante den 
gleichen Wert (Potenz des Punktes P). 

Beweis. 1) AB und CD (Fig. 103) seien die Sehnen, 
welche auf 2 innerhalb des Kreises sich schneidenden Sekanten 
liegen. Man beweise mit Hilfe des § 24b die Ähnlichkeit der 
Dreiecke CPÄ und BPD nach § 49 a), woraus die Proportion 
PCiPA^PB'.PD und die Gleichung PC . PD = PA . PB 
folgt. 

2) AB und CD (Fig. 104) seien 2 Sekanten, die sich aufser- 
halb des Kreises schneiden. Aus der Ähnlichkeit der Drei- 
ecke PCB und PÄD (§ 24b und § 49a) folgt: PC : PA = 
PB : PD und PC . PD = PA , PB. 



52. 
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b) Zusatz. Wenn der Punkt P innerhalb des Kreises 
liegt, so ist die Potenz des Punktes P auch durch das 



Fig. 103. 



Fig. 104. 





Quadrat von der Hälfte der kleinsten Sehne RS dargestellt. 
Wenn der Punkt P auTserhalb des Kreises liegt, so ist die 
Potenz des Punktes P gleich dem Quadrate des Tangenten- 
abschnitts PB. 

Beweis. Die zu PM senkrechte Sehne B8 ist die kleinste 
der durch P gehenden Sehnen, weil sie den gröfstmöglichen 
Abstand von M hat (vgl. Übungen, § 6, Üb. 60). Die Abschnitte 
dieser Sehne sind nach § 26 b, 3 gleich, also ist PÄ . PB = PB^. 
Denkt man sich andererseits die Sekante PÄ gedreht, bis sie 
durch Zusammenfallen der Schnittpunkte zur Tangente wird, so 
bekommt man PÄ . PB = PB , PB = PB\*) 

Anmerkung. Wenn man die Sekantenabschnitte, von wel- 
chen in a) die Bede ist, von dem Schnittpunkte der Sekanten 
aus durchlaufen denkt und nach § 41, Anmerk. die Vorzeichen der 
Abschnitte und ihrer Produkte bestimmt, so werden diese Produkte 
positiv oder negativ, je nachdem die Sekanten sich außerhalb 
oder innerhalb der Kreise schneiden. 

Die Potenz des Punktes P erhält im ersten Fall das positive, 
im zweiten Fall das negative Vorzeichen, während wir in den 
vorhergehenden Sätzen das mit dem Namen Potenz bezeichneten, 
was man bei Berücksichtigung der Vorzeichen nur den absoluten 
Wert der Potenz nennen kann. Man kann in den beiden Fällen 
der Figur 103 und der Figur 104 die Potenz durch das Quadrat 
des Badius r und das Quadrat der Entfernung MP «» ^ aus- 
drücken. Nimmt man dabei auf das Vorzeichen der Potenz 
Eücksicht, so findet man, dafs die Potenz immer durch t? — r^ 
dargestellt ist, welcher Ausdruck positiv oder negativ ist, je 
nachdem P auTserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. 

'*) Dies kann auch in dem Satze ausgesprochen werden: Der Tan- 
gentenabschnitt ist die mittlere Proportionale zwischen den beiden 
Sekantenabschnitten. 



Ähnlichkeit der Figuren. 



61 



Fig. 105. 




c) Eine gegebene Strecke a stetig zu teilen, das heifst 
sie so zu teilen y dafs der gröfsere Abschnitt x die mittlere 
Proportionale zwischen der Strecke a und dem Reste a — x 
ist. aix^==x:a — X oder x^ = a{a — x). 

Auflösung. AB (Fig. 105) sei die gegebene Strecke a. 

Trage JBC = — in B senkrecht auf und ziehe um C mit dem 

Radius CB einen Kreis, der 
AB in B berühren wird. Ver- 
binde Ä mit Cy so ist das Stück 
AD der gesuchte Abschnitt x. 
Die Strecke AB ist stetig ge- 
teilt, wenn AD nach AM ge- 
tragen wird. 

Beweis. Man hat AB = 
DCr =: tt] bezeichnet man AD 
mit Xj so ist -4© = a; + a. 
Durch Einsetzen dieser Werte in die aus § 52b) sich ergebende 
Gleichung AB^ ^^=^ AD . AG erhält man a^ = a? (a? + a) oder 
a* = a^ + ^ • ^ Daraus folgt x^^=c? — x.a oder oi?= a{a — x). 

d) Einen Kreis in 10 gleiche Teile zu teilen oder dem- 
selben ein regelmäfsiges Zehneck einzubeschreiben. 

Auflösung. Wenn man den Badius stetig teilt, so kann 
man das gröüsere Stück lOmal als Sehne in den Kreis eintragen. 

Beweis. Wenn AGB (Fig. 106) der Winkel der 10-Tei- 
lung (36^) und AB die Zehneckseite ist, so sind die Winkel 
CAB und CBA beide gleich 72°. Halbiert man 
den Winkel bei A durch die Gerade AD^ so 
sind die Dreiecke BAD und ADC gleichschenk- 
lig und deshalb die Strecken AB, AD, DG 
einander gleich. Aufserdem sind die Dreiecke 
ABD und CBA ähnlich (§ 49a), und es gilt 
die Proportion: BD : AB = BA : GB, Bedenkt 
man, dals AB = GD, so sieht man, dafs die 
Zehneckseite gleich dem gröfseren Stücke GD 
des in D stetig geteilten Kadius ist. Nennt 
man GB == r und AB = 0, so hat man r: =' : r — 0. 
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VII. Abschnitt. 

Kreisbereohnung. 

§ 53. Aufgaben zur Bereclmimg regelmäßiger Vielecke. 

a) Der Radius {CA = CB = CD = r) eines Kreises sei 
gegeben und die Seite {AB= s) des einbeschriebenen n-Ecks 
bereits gefunden *). Man 
soll die Seite (^Z)=JBD=s') 
des einbeschriebenen Zn- 
Ecks bestimmen. 

Auflösung. Aus dem 
Dreiecke CBD bestimmt man 
die dem spitzen Winkel bei 
C gegenüberliegende Seite s' ^ 
nach § 39 

s'2 = r« + r* — ^r . ^ = ^r« — 2rQ, 

s' = y2r (r — q). 

Hierin setzt man aus Dreieck CMB den Wert 1/r^ — 
für Q ein: 




fi* 



'' = y^r{r-yf»-^} 



b) Der Radius r eines Kreises sei gegeben und die 
Seite s' des einbeschriebenen <2n-Ecks gefunden. Man soll 
die Seite des n-Ecks daraus bestimmen. 

Auflösung**). Nennen wir die Höhe CP des Dreiecks ACJD 

(den kleinen Radius des ^n-Ecks) mit q\ so kann der doppelte 

Inhalt des Dreiecks ACD einerseits durch AD,CP oder s' , q\ 

g 
andererseits aber auch durch CD . AM oder r • ^ ausgedrückt 

werden. Setzt man nun noch für q' aus dem Dreieck CAJP 

seinen Wert!/ r^ — —, so hat man durch Gleichsetzung jener 
Flächen : 



8 



*) Siehe Übungen 1 und 6 in § 10 der Übungen. 
**) 8 kann auch durch Auflösung der Schlufsgleichung in a) nach 
8 gefunden werden. 
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oder 
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c) Der Radius r eines Kreises sei gegeben und die 
Seite s des einbeschriebenen n-Ecks bekannt. Man soll die 
Seite 8 des umbeschriebenen n-Ecks finden (in Fig. 107 

Auflösung. Nach § 41, c hat man 

GH : AB = CD: CM 

oder 

S : s = r : Q. 

Durch Auflösen nach S und Einsetzen des Wertes für q 
erhält man: 

s- '■' 



l/"-T 

Die Peripherie des Kreises. § 54. 

a) Die Peripherien zweier Kreise verhalten sich wie 
ihre Radien. Wenn die Peripherie eines Kreises mit dem 
Durchmesser 1 durch n bezeichnet wird; so 
ist die Peripherie eines Kreises mit dem 
Durchmesser d durch jt . d oder tc . 2r aus- 
gedrückt. 

Beweis. Man denke durch den gemein- 
samen Mittelpunkt der Kreise ä;, k\ n Strahlen 
gezogen, welche den Winkelraum um C in 
gleiche Teile teilen. Dadurch entstehen (§ 82 a) 
auf den Kreisen die Ecken zweier regelmäfsigen 
n-Ecke, von welchen s und s' zwei Seiten sind. Nach § 41 c 
verhalten sich diese Seiten wie die Radien r und r\ Aber die 
Umringe der Vielecke sind das n- fache dieser Seiten, also ver- 
halten auch sie sich wie r : r^ Das Gleiche mufs aber für die 
Peripherien der Kreise selbst gelten, denn wenn der Wert von n 
bis ins unbegrenzte wächst, so gehen die Umringe der beiden 
Vielecke in die Peripherien der Kreise über (§ 33 b). 

h) Die Fläche des Kreises ist gleich der Hälfte des 
Produktes von Peripherie und Radius oder ä . r*. 

Wenn man von einem regelmäfsigen umbeschriebenen Vieleck 
durch unbegrenzte Vermehrung der Seitenzahl zum Kreise über- 
geht, so wird der kleine Radius des Vielecks zum Radius des 
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Kreises und der Satz c) des § 36 gebt in die zu beweisende 
Behauptung über. 

Da aber die Peripherie des Kreises den Wert 27tr hat, so 
erhält man für die Fläche 27tr — = 7tr^. 

c) Zwischen den Schenkelu eines Mittelpunktswinkels 

MVA* £f 

von a Grad liegt ein Bogen von der Länge -j^ und ein 

Stück der Kreisfläche (Sektor) von dem Inhalt » 

Beweis. Zu dem Mittelpunktswinkel von 360® (als Bogen 
betrachtet) gehört die ganze Peripherie 27tr und (als Sektor be- 
trachtet) die ganze Kreisfläche nr^. Zu dem Winkel von einem 

Grad gehört daher der Bogen -.. und der Sektor -Tx?r • Zu dem 
Winkel von a Grad gehört aber der Bogen u . = und 



360 180 



«r* nr^a 



der Sektor a • -z- — == 

360 360 

Anmerkung. Die Berechnung desjenigen Flächenstückes, 
welches von dem Kreise durch eine Sehne abgeschnitten wird, 
(Segment) kann allgemein nur mit trigonometrischen Hilfs- 
mitteln ausgeführt werden. 

§ 55. Berechnimg von n. 

Tt ist die Hälfte von der Peripherie eines Kreises, dessen 
Radius 1 ist« Um it zu berechnen, gehe man von dem halben 
umring u des einbeschriebenen regelmäfsigen Sechsecks aus, 
welcher den Wert 3 hat. Hierauf rechne man nach § 53 c den 
halben umring TJ des umbeschriebenen regelmäfsigen Sechsecks, 
welcher 3,464 . . . beträgt. Bei fortwährender Verdoppelung der 
Seitenzahl, also beim Übergange zum 12-Eck, 24-Eck, . . . wird 
der Umring des einbeschriebenen Vielecks immer gröfser und 
der des umbeschriebenen Vielecks wird immer kleiner*). Nach 
§ 33 b müssen diese beiden Werte JJ und u für einen unendlich 
grofsen Wert von n mit dem halben Umring des Kreises über- 
einstimmen. 



'") Beim einbeschriebenen Vieleck wird eine Seite b des n-Ecks 
durch zwei Seiten des 2 n- Ecks ersetzt, welche nach § 19 a. Folg. zusammen 
grö&er sind als %, Beim umbeschriebenen Vieleck dagegen wird eine 
Seite fi des 2n-Ecks zwischen zwei Seiten des n-Ecks eingeschaltet, 
und diese Seite s' ist nach § 19 a. Folg. kleiner, als die Summe der durch 
sie abgeschnittenen Stücke der beiden Seiten des n-Ecks, zwischen 
welche sie eingelisgt wurde. 
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Es folgt noch eine Tabelle mit 5 Bubriken. 

Die Überschriften n, q^ Z7, u, d bezeichnen nacheinander die 
Seitenzahl der regelmälsigen Vielecke, den kleinen Badius des ein- 
beschiiebenen Vielecks, den halben Umring des umbeschriebenen, 
den halben Umring des einbeschriebenen Vielecks und die Differenz 
dieser halben Umringe. 



n 




6 
12 
24 

48 
96 



0,866026 
0,965926 
0,991446 
0,997869 
0,999464 



3,464101 
3,216390 
3,159660 
3,146086 
3,142714 



3,000000 
3,106828 
3,132628 
3,139360 
3,141032 



d 



0,464101 
0,109662 
0,027032 
0,006736 
0,001682 



VIIL Abschnitt. 

Hilfssätze ans der Arithmetik. 

Das Messen der Gröfsen. 

Eine Grofse a mit einer gleichartigen Gröfse b messen^ 
heifst zusehen^ wie oft die Gröfse 6 (die Einheit) oder ein 
Bruchteil von & in a aufgeht. 

Durch das Messen wird die sogenannte Mafszahl der 
Grofse a für die Einheit b gefunden. Die Mafszahl der 
Gröfse a für die Einheit b ist diejenige Zahl, mit welcher 
man b multiplicieren mufs^ um a zu erhalten. 

Dabei sind 3 Fälle zu unterscheiden. 

1) Die Einheit b geht mmal in a auf (m eine ganze Zahl). 
Dann ist a = m ,bj oder a «=> ntmal der Einheit, d. h. die Mafs- 
zahl von a ist die ganze Zahl m. 

2) Der s*^ Teil von b geht rmal in a auf (r und s sind 

ganze Zahlen). Dann ist a = — • & oder a b=s — mal der Ein- 



8 



8 



heit; die Mafszahl von a ist der Bruch — 



8 



3) Es kann kein Teil von b gefunden werden, der eine 
ganze Anzahl mal in a aufgeht. Wir nehmen an, der s^ Teil 
von b gebe rmal genommen noch weniger als a, dagegen 
r -|- 1 mal genommen mehr als a, so dafs 

r + l 



j'b<a<^-^^b. 



§ 56. 
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Dann ist die zu suchende Mafszahl gröfser als — und kleiner als 

(die Differenz beider Mafszahlen ist — ), und der Fehler, 
welchen man durch die Annahme dieser beiden Mafszahlen be- 
geht, ist kleiner als — • 

Man kann nun s so grofs nehmen, dafs sowohl die Differenz 
— beider Mafszahlen als auch der gemachte Fehler kleiner ist 

als jede noch so klein angegebene Zahl. Man sagt in diesem 
Falle, die gesuchte Mafszahl sei nicht durch einen Bruch angebbar, 
sei eine „Irrationalzahl^^, der man durch Brüche mit grofsen 
Nennern so nahe kommen könne als man wilL Die Gröfsen a 
und b heifsen in diesem Falle incommensurabel. 

§ 57. Das Verliältnis gleicliartiger Gröfsen. 

a) Das Verhältnis der gleichartigen Gröfsen a und b ist 
diejenige Zahl^ mit welcher man b multiplicieren mufs^ um 
a zu erhalten. 

Das Verhältnis a : h ist also (§ 56) die Mafszahl von a für 
den Fall, dafs h als Einheit gewählt wird. Das Verhältnis a : b 
ist demnach eine ganze Zahl oder ein Bruch oder eine Irrational- 
zahl, je nachdem der Fall 1) oder 2) oder 3) in § 56 eintritt. 

Nehmen wir die ganzen Zahlen als Brüche mit dem Nenner 
1 und die Irrationalzahlen als Grenzwerte von Brüchen^ so kann 
ein Verhältnis immer als Bruch betrachtet werden. 

§ 58. Die Proportionen. 

Eine Proportion ist die Gleichung zweier Verhaltnisse 
oder Brüche. 

r : s =p : q 
oder 

r p 
8 q 

Anmerkung. Durch die Sätze über Gleichungen beweist man: 

1) In jeder Proportion kann man die innem oder die äufsern 
Glieder vertauschen. 

2) Das Produkt der Innern Glieder ist gleich dem Produkte 
der äufsern. 

3) Ein äufseres (inneres) Glied wird gefunden, indem man 
die beiden innem (äufsern) Glieder multipliciert und durch das 
bekannte äufsere (innere) teilt. 



1' ') 
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4) Aus der Gleichang zweier Produkte kanu man eine Pro- 
portion bilden, indem man die Faktoren des einen Produkts zu 
Innern, die des andern zu äuTsern Gliedern macht. 

Ersetzung der Proportionen dnroh Gleichnngen, welche § 59. 
einen Proportiönalitätsfaktor enthalten. 

a) Wenn m und n noch unbestimmte ganze, gebrochene 
oder irrationale Zahlen vorstellen, so kann man die Propor- 
tion r : s = p:q ersetzen 

1) durch die Gleichungen 

j) = w . g 

2) durch die Gleichungen 

5 = n .2 J ^ 

Beweis. 1) Setzt man r : s == m^ so ist auch p : q = m. 

Durch Wegschaffen des Nenners erhält man die Gleichungen l). 

2) Man vertausche die mittlem Glieder, um r : p «^ s : q 

T 8 

zu erhalten. Alsdann setze man — =» m, so mufs auch — = n 

P ' q 

richtig sein. Durch Fortschaffen des Nenners erhält man die 
Gleichungen 2). 

b) Die Gleichungen 

r :s = p:q = u:v 3) 

zwischen mehr als zwei Verhältnissen enthalten mehr als 
zwei Proportionen: 

r : s = 1> : 2 

r :s = u:v 4) 

p : 2 = w : v. 

Durch Yertauschung der mittlem Glieder erhält man 
die Proportionen: 

r :|> = s : 2 

r:u=^s:v 5) 

p :u = q:Vy 
welche wieder in einer Zeile zu schreiben sind: 

r : j) : M . . . = 5 : g : v. 6) 

Setzt man nun r :s = m, so ist auch p:q = m u.s.w., 
und man hat durch Wegschaffen der Nenner: 

wodurch die Proportionen 3) oder 6) vollständig ersetzt sind. 

5* 
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§ 60. Proportioiialitätssatz. 

h) Jeder beliebigen Grofse a^ b, c , . . einer Art soll 
eine einzige Gröfse a, b', c' einer andern Art bezüglich ent- 
sprechen. Dieses Entsprechen soll folgenden Bedingungen 
unterworfen sein: 

I. Wenn die Grofsen a und b einander gleich sind, so 
sind auch die entsprechenden Grofsen a' und V einander 
gleich. 
II. Der Summe s zweier Grofsen a und b entspricht die 
Summe s' der zugehörigen Grofsen a' und V . 
Unter diesen Voraussetzungen behaupten wir: Zwei 
Grofsen a und b der ersten Art verhalten sich wie die ent- 
sprechenden Grofsen der andern Art, d. h. a : 6 = a' : 6'. 

Beweis. Aus I und 11 folgt: Wenn der Gröfse b der prsten 
Art die Gröfse 6' der zweiten Art entspricht, so entspricht 

1) dem n» fachen von b das m fache von b'\ denn der Summe 
von m gleichen Summanden b mufs die Summe von m gleichen 
Summanden b' entsprechen (nach 11); 

2) entspricht dem ^ Teile von b auch der s*® Teil von 
&', denn einer Gröfse, welche ^mal als Summand genommen b 
giebt, mufs die Gröfse entsprechen, welche 5 mal als Summand 
genommen b' giebt. 

Mit Hilfe von 1) und 2) führen wir den Beweis mit Unter- 
scheidung zweier Fälle. 

Erster Fall, a : 6 = — (r und s ganze Zahlen; s kann 

o 

auch gleich 1 sein). Wenn «:& = —, so ist auch 

a = — • & S3 r . — 

X -Li 

Nun entspricht nach 2) der Gröfse — die Gröfse -— und nach 

o o 

1) entspricht der Gröfse r • (— ) die Gröfse r • (— j . Also hat 
man a ^^ r - — = — . ft' oder a : b' = —• Die Verhältnisse 

8 8 8 

a : b und a : b sind gleich, weil sie beide den Wert — haben. 
Zweiter FalL a und b seien inkommensurabel. Man kann 
das gesuchte Verhältnis a : b zwischen den Grenzen — und 
einschliefsen (§ 56). Dann hat man die aufsteigende Beihe 

— • 5 < a < — ' b. 

8 8 
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Diesen Gröfsen entsprechen in ebenfalls aufsteigender Beihe 
(siehe die Anmerkung): 



• 5 < a < — = — • 0. 



r 



Hieraus schliefst man (§ 56), dafs auch das Verhältnis 

a' : V zwischen den Grenzen — und liegt. 

Wenn aber die Verhältnisse a : & und a \h' für beliebig 
wachsende Werte von s zwischen diesen Grenzen liegen, so sind 
sie einander gleich (§ 56, 3). 



Anmerkung. Aus II. folgt, dafs wenn eine Gröfse der einen Art 
wächst, die entsprechende Gröfse der zweiten Art auch wachsen mufs. 
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Übungen. 



Mit zwei lithographierten Tafeln. 
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Übungeii zu Absclinitt I (die Gnmdgebllde) *). § i, 

1) a) Sind Nebenwinkel immer supplementär? Sind Supple- 
mentwinkel immer auch Nebenwinkel? 

j3) Nebenwinkel (Supplementwinkel) von gleichen Winkeln 
sind gleich. 

2) Welches sind die Supplementwinkel zu 30®, 45®, 90®, 
120®, 44® 20' 31", 90® 3' 20", 120® 15' 30"? 

3) Komplementwinkel von gleichen Winkeln sind auch gleich. 

4) Welches sind die Komplementwinkel zu 15®, 30®, 45®, 
60®, 10® 20' 30", 30® 44' 54", 70® 13' 24"? 

5) Von zwei Nebenwinkeln ist der eine doppelt so grofs 
als der andere (f , f , ^ vom andern); wie grofs ist jeder? 

6) Von zwei Nebenwinkeln ist der eine um 20® (30®, 40®, 
30', a?®) gröfser als der andere; wie grofs ist jeder? 

7) Winkel BMC in Fig. 1 auf Seite 1 betrage 55® (a;®); 
wie grofs sind die übrigen Winkel der Figur? 

Nimm an, dafs die Halbierungslinie von BMC gezogen und 
nach rückwärts verlängert sei. Bestimme ebenfalls alle Winkel 
der Figur. Folgere, dafs die Eückverlängening den Winkel AMB 
halbiert. 

7 a) ^ CMB in Fig. 1 auf Seite 1 betrage 60® (a?®); 
-^ CMB und sein Scheitelwinkel seien halbiert. Bestimme die 
Winkel der Figur und folgere, dafs die beiden Halbierungslinien 
in eine Gerade fallen. 

8) Von einem Punkte gehen vier Richtungen aus. Zwei der 
entstandenen Winkel, welche nicht benachbart sind, mögen 35® (o;®) 

*) Die Anfährungen von Paragraphen des „Leitfadens I. Teil" und 
solchen der „Übungen znm I. Teü des Leitfadens^' unterscheiden sich 
zum Teil von selbst durch die angehängten Buchstaben oder Zahlen. 
Z. B. § 6 a bezieht sich auf den Leitfaden, § 2, Üb. 3 auf die Übungen. 
Wo es dagegen nötig scheint, findet sich bei dem Hinweis auf den 
Leitfäden der ebenen Geometrie der Buchstabe G. vorausgesetzt. Wenn 
auf Figuren im Texte des Leitfadens hingewiesen wird, so ist die 
Seitenzahl dabeigesetzi Anfährungen von Figuren ohne Seitenzahl 
beziehen sich auf die Tafeln, welche diesen Übungen beigegeben sind. 

Müller, Geometrie. L Übangen. 3. Aufl. 1 
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betragen. Die übrigen beiden Winkel seien gleich und sollen 
bestimmt werden. Folgere, dafs je zwei jener Richtungen in 
eine Gerade fallen. 

9) Der eine von zwei Nebenwinkeln betrage 26® (rc®). Beide 
Nebenwinkel seien halbiert. Bestimme die Winkel der Figur und 
folgere, dafs die Halbierungslinien aufeinander senkrecht stehen. 

10) a) Alle Punkte der Sjnnmetrieachse a (Fig. 5 auf Seite 3) 
entsprechen sich selbst. 

ß) Alle Geraden, welche auf der Symmetrieachse a senk- 
recht stehen, entsprechen sich selbst. 

11) Die Figur, welche aus zwei auf. einander senkrechten 
Geraden besteht, ist für jede dieser Geraden symmetrisch. 

12) Die Figur 8 auf Seite 5, welche aus zwei sich schnei- 
denden Geraden besteht, ist symmetrisch für jede der beiden 
Geraden, welche einen Winkel und den zugehörigen Scheitelwinkel 
halbiert. (Zwei zu einander senkrechte Symmetrieachsen.) 

13) Wie leitet man aus 12 den Satz d) des § 5 ab? An- 
deutung. Zwei Scheitelwinkel sind durch die eine Symmetrie- 
achse halbiert. Die Hälften entsprechen sich für die andere 
Symmetrieachse und sind gleich. 

14) Alle durch A in Fig. 6 auf Seite 4 gehenden Strahlen 
entsprechen sich selbst. 

15) Die Figuren in 11) und 12) sind symmetrisch für den 
Schnittpunkt der Geraden als Centrum. Wie leitet man aus dieser 
Bemerkung einen Beweis des Satzes über Scheitelwinkel her? 

16) a) Zwei Gerade, die auf einer dritten senkrecht stehen, 
sind parallel. 

|3) Wenn von zwei parallelen Geraden die eine auf einer 
dritten Geraden senkrecht steht, so thut es auch die andere. 

17) In § 6 a) wurde bewiesen, dafs zwei verschiedene 
Eichtungen sich für die Halbierungslinie ihres Winkels symme- 
trisch entsprechen. Man beweise nun, dafs zwei Parallelen lyh' 
sich für die Halbierungslinie des eingeschlossenen Streifens ent- 
sprechen. Andeutung. Man schneide h und V (Fig. l) durch 
eine zu beiden senkrechte Gerade (Üb. 16 /?) in den Punkten B 
und ^', halbiere jBJ?' in A und ziehe a zu BB' senkrecht, so- 
mit parallel zu h und h' (Üb. 16 a). Durch das umklappen 
um a vertauschen B und B\ sowie die rechten Winkel ß und ß' 
ihre Stelle. Also entsprechen sich h und &^ fOx die Achse a. 
Jede zur Achse senkrechte Gerade schneidet b und h' in ent- 
sprechenden Punkten C und C\ so dafs D die Mitte von CC ist. 
Deshalb heifst die Gerade a die Halbierungslinie des Streifens hh'. 

18) Man beweise auch, dafs eine Synmietrieachse von h und 
})' keine andere Linie als die Halbierungslinie des Streifens hh' 
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sein kann. Andeutung. Wenn die Achse a von h getroffen würde, 
80 müfste sie nach dem Beweis zu § 6 a) von der entsprechenden 
Geraden in demselben Punkte getroffen werden, was unmöglich 
ist, weil 2> II &^ Also muTs a mit h und h' parallel sein. Zieht 
man aber eine zu a, &, V senkrechte Gerade, welche sich selbst 
entspricht und die Schnittpunkte A^ jB, B' liefert, so müssen 
B und B^ entsprechende Punkte sein. AB und AB' müssen 
folglicli als entsprechende Strecken gleich sein. 

19) a (Fig. 2) sei die Symmetrieachse (Halbierungslinie) 
des von den Parallelen h und h' gebildeten Streifens. Man be- 
weise, dafs jede in den Streifen gelegte Strecke CC von a in 
ihrem Mittelpunkte A getroffen wird. Andeutung. Ziehe durch 
den Schnittpunkt A die Gerade BB' senkrecht auf a, B und 
jB' entsprechen sich für die Achse a. h und h' entsprechen sich 
nun auch für A als Mittelpunkt, und die Gerade CC entspricht 
sicli selbst für diesen Mittelpunkt Folglich sind C und C ent- 
sprechend für A und AC =^ AC\ 

20) Die Symmetrieachse a (Fig. 3) und zwei entsprechende 
Punkte Bf B' seien gegeben. Man soll zu einem weitem Punkte C 
den entsprechenden mit dem Lineal allein konstruieren. An- 
deutung. Ziehe CB und CB\ um die Punkte A und E zu 
erhalten. Wie mm C der Schnittpunkt von AB und EB' ist, 
so ist der gesuchte Punkt C Schnittpunkt der homologen Ge- 
raden AB' und EB, 

21) Unter den Voraussetzungen von 20) soll man zu einer 
gegebenen Geraden h die entsprechende mit dem Lineal allein 
konstruieren. Andeutung. Man konstruiere zu zwei Punkten 
von h die homologen Punkte nach 20). Als den einen dieser 
Punkte kann man auch den Schnittpunkt von h mit der Achse 
nehmen. 

22) Das Centrum A (Fig. 4) der Symmetrie und zwei ent- 
sprechende Geraden h, h' sind gegeben. Man soll zu einer wei- 
tem Geraden c die entsprechende mit dem Lineal allein finden. 
Andeutung. Man bestimme durch die Geraden MA und NA 
(Fig. 4) die Punkte M' und N\ welche jenen bezüglich ent- 
sprechen. M' N' ist die gesuchte Gerade. 

23) Unter den Yoraussetzungen von 22) soll man zu einem 
beliebigen Punkte P den entsprechenden suchen. Andeutung. 
Man suche zu zwei durch P gezogenen Geraden die homologen 
Geraden nach 22) und erhält den gesuchten Punkt als ihren 
Schnittpunkt. Der Einfachheit halber kann man eine dieser 
Geraden durch A ziehen. 



§ 2. Übungen zu Abschnitt II. 



§ 2. Übungen zu Absclinitt II (allgemeine Eigensoliaften 

der Figuren). 

Man soll 

1) für die Figur 22 auf Seite 10, ohne die Zeichnung an- 
zusehen, auf alle möglichen Weisen nennen: a) Zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel, ß) eine Seite und die anliegenden 
Winkel, y) zwei Seiten und den Gegenwinkel der einen, d) zwei 
Winkel und die Gegenseite des einen. Andeutung, a) ab und 
y oder hc und a u. s. w. 

2) Umgekehrt soll man drei beliebige unter den Buchstaben 
der Figur 22 auf Seite 10 nennen und die Lage der Stücke 
angeben, ohne auf die Zeichnung zu sehen. 

8) Bei der Stellung von Aufgaben über die Konstruktion 
von Dreiecken werden folgende Bezeichnungen benützt werden: 

Die Senkrechten, welche von Äj B, C bezüglich auf die 
gegenüberliegenden Seiten a, b, c geMlt werden können, heifsen 
„Höhen" des Dreiecks und werden der Eeihe nach mit h\ ä", 
h''^ bezeichnet. Mit h' bezeichnet man auch zugleich die Länge 
der Strecke, welche von Ä bis zum Fufspunkte der Höhe ä' 
reicht. Wenn man eine einzige dieser Höhen, z. B. Ä'" in Be- 
trachtung zieht, so nennt man die zugehörige Seite o des Dreiecks 
die „Grundlinie". Die beiden Abschnitte PA und PB (Fig. 5), 
welche die Höhe ä'" auf der Seite c erzeugt, werden mit g"' 
und ^'" bezeichnet; jp'" ist die „Projektion" de^ Seite a auf c 
und g'" ist die Projektion von b auf c. Die Bezeichnung ist auf 
diese Weise der alphabetischen Reihenfolge entsprechend; denn 
p'\ ^' gehören der Reihe nach zu a, 6. Was werden nun die 
Bezeichnungen jp', g', jp", g" bedeuten? Bemerke auch, dafs je 
zwei der Abschnitte p', i?", p'" durch einen der Abschnitte <i\ 
(l\ q^'' getrennt sind. Die Strecken, welche auf den Halbierungs- 
linien der Winkel a, /3, ^ von einem Eckpunkte des Dreiecks 
bis zu ihrem Schnittpunkte mit der gegenüberliegenden Seite 
reichen, heifsen w\ w'\ w"\ Die Winkelhalbierende «?'" erzeugt 
auf AB die Abschnitte BA und BB (Fig. 56), welche v'" und 
u" genannt werden. Was bedeuten nun u\ u\ v\ v'l Je zwei 
Abschnitte u sind durch einen Abschnitt v getrennt. Die Strecken, 
welche von den Ecken JL, J?, Q bis zu den Mittelpunkten der 
Seiten a^ b, c reichen, heifsen t% t'\ t"\ Mittelpunkt und Radius 
heifsen M und r bei dem umbeschriebenen Kreise, xmd q bei 
dem einbeschriebenen Kreise, 0'" und ^"' bei dem anbeschrie- 
benen Kreise, welcher die Seite c innerhalb und die Seiten a, b 
in der Verlängerung berührt. Statt ä'", jp'", W" schreibt man 
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oft nur h^ Pj u. '^tc bedeutet also einen Winkel zwischen t''' 
und c, c ist in dem rechtwinkligen Dreieck die Hjrpotenuse. 
Ein Dreieck, in welchem zwei Seiten gleich sind, z. B. a = b, 
heifst gleichschenkliges Dreieck. Die Seite c wird als „Grund- 
linie" und C als „Spitze" bezeichnet. Die Ecken und Seiten 
des Vierecks werden bei den Übungen bezeichnet, wie Fig. 18 
zeigt. Die Winkel des Vierecks bei -ä, 5, (7, D heifsen a, ft 
y, d; die Diagonalen ÄC und BD heifsen e und f. Der Schnitt- 
punkt der Diagonalen heifst E^ ein Winkel daselbst s. 

4) Eine Höhe des Dreiecks trifft entweder die Grundlinie 
selbst, oder nur ihre Verlängerung. Im ersten Falle sind die 
Winkel an der Grundlinie beide spitz, im zweiten Falle ist einer 
derselben stumpf. Andeutung. (Fig. 5.) Zwei in den End- 
punkten der Grundlinie errichtete Senkrechte bestimmen einen 
Streifen. Die Höhe und daher auch der dritte Eckpunkt des 
Dreiecks fällt innerhalb oder aufserhalb des Streifens, je nach- 
dem der erste oder zweite Fall in 4) eintritt. Alsdann zeigt die 
Anschauung, dafs im ersten Falle beide Winkel an der Grund- 
linie kleiner als ein rechter sind, wahrend im zweiten Falle der 
eine dieser Winkel gröfser als ein rechter ist, 

5) In G. § 3 traten noch keine geschlossenen Figuren als 
entsprechend auf. Nimmt man in Fig. 5 auf Seite 3 noch einen 
Punkt C der Achse hinzu, so entstehen Dreiecke ABC und ÄB'C 
(Fig. 6), deren Ecken und Seiten sich paarweise entsprechen und 
welche durch Umklappen zur Deckung gebracht werden können. 

6) In G. § 4 wurden noch keine geschlossenen Figuren be- 
trachtet. Nimmt man in Fig. 6 auf Seite 4 noch eine sich selbst 
entsprechende Gerade (die durch Ä geht) hinzu, so entstehen 
Dreiseite ahc und a'bc (Fig. 7), deren Seiten und Ecken sich 
paarweise entsprechen, welche daher durch eine halbe Umdrehung 
zur Deckung gebracht werden können. 

7) Man beobachte^ dafs in den Dreiecken der Fig. 6 die 
entsprechenden Winkel entgegengesetzten Sinnes sind. (G. § 2 
Anmerkung.) 

8) Der ^xm eines Winkels ändert sich nur durch Umwen- 
den desselben, nicht aber durch Verschieben und Drehen in 
der Ebene. 

9) Der Sinn eines Dreiecks (§ 10, Anmerk.) ändert sich nur 
durch Umwenden desselben, nicht aber durch Verschieben und 
Drehen in der Ebene. 

10) Dreiecke, welche sich decken, sind gleichen Sinnes. 
Dreiecke entgegengesetzten Sinnes (z. B. die Dreiecke in Fig. 6) 
können nie zur Deckung gebracht werden, ohne dafs man das 
eine umklappte. 
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11) Die Winkel der Dreiecke in Fig. 7 und die Dreiecke 
selbst sind gleichen Sinnes. 

12) Man gebraucht oft noch eine andere Art, den Sinn 
entsprechender Dreiecke zu bestimmen: Man denke sich zwei 
Zuschauer, welche die Umringe der Dreiecke so durchlaufen, dafs 
sie sich gleichzeitig in entsprechenden Ecken befinden. Dreiecke 
sind auch gleichen Sinnes oder nicht, je nachdem die Zuschauer 
die Flächen der umgangenen Dreiecke auf der gleichen Seite 
(d. h. beidemal rechts oder beidemal links) liegen haben oder nicht. 

13) Wie grofs sind die Winkel a, j5, y eines Dreiecks, wenn 

«) « = |3 = y; |S) |S = y und « = 36^ y) ^ = y = ^; 

S) ß = y=2.a? 

14) a) In Fig. 26 auf Seite 11 sei « = 70^ ß = 50^. Be- 
rechne alle Winkel der Figur; welcher der Winkel bei D ist 
der gröfsere? 

ß) In einem rechtwinkligen Dreieck (y = 90®) sei die 
Höhe h gezogen (§ 2, Üb. 3). Der Winkel a betrage 32® (a;^; 
berechne die Winkel der Figur. 

y) In einem gleichschenkligen Dreieck (§ 2, Üb. 3) betrage 
ein Winkel an der Grundlinie 55® (o?®); berechne den Aufsen- 
winkel an der Spitze (= 2 a;). 

ö) In einem Dreieck sei ^'"= c : 2 und a = 48® (a;®). Be- 
stimme die übrigen Winkel der Figur. 

e) In dem gleichschenkligen Dreieck in Fig. 106 auf Seite 61 
ist y = 36® und ÄD ist die Halbierungslinie von a. Beweise, 
dafs die Dreiecke ABB und ABC gleichschenklig sind. 

15) In einem Dreieck sei y = 66® (a?®). Berechne a -|- /5, 

y + -| und zuletzt den Winkel AOB (Fig. 38 auf Seite 23), 
welchen w' und w'' mit einander bilden (= 90 + -^j- 

16) In dem gleichschenkligen Dreieck (§ 2, Üb. 3) ist die 
Halbierungslinie des Aufsenwinkels an der Spitze mit der Grund- 
linie parallel. Beweise auch die Umkehrung. 

17) Beweise die letzte Behauptung in § 12 c auch für 
den Fall, dafs die schiefen Linien auf verschiedenen Seiten der 
Senkrechten liegen (durch Umklappen der einen Seite um die 
Senkrechte). 

18) Beweise in Fig. 8, dafs -^ ABB > ACE. 

19) Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck ein Winkel 
wächst, so wächst auch die gegenüberliegende Kathete und die 
anliegende Kathete nimmt ab. Andeutung. Wenn der Winkel y 
(Fig. 9) gewachsen ist, so hat der Winkel a abgenommen. Man 
zeige, dafs AB' und CB sich notwendig schneiden müssen. Nun 
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ist Winkel ABB" > 90^ folgUch c' > c. Ebenso ist Winkel 
CB'B > 90^ also a > a. 

20) Zwei Paare JB, B' und 0, C (Fig. 10) von Punkten, 

die sich für die Achse a symmetrisch entsprechen, bestimmen 

ein symmetrisches vollständiges Viereck. Die Gegenseiten BC 

und B'C sind entsprechend und schneiden sich auf der Achse 

im Nebeneck D. Die Achse halbiert den Winkel BBB' dieser 

Gegenseiten. Dasselbe gilt für die Gegenseiten BC und B'C, 

Jede der Gegenseiten BB' und CG' entspricht sich selbst. Das 

unendlich ferne Nebeneck entspricht sich ebenfalls selbst, da man 

jeder Geraden nur einen unendlich fernen Punkt zuschreibt. Die 

Abstände BB' und CC werden von der Achse senkrecht halbiert. 

21) Man betrachte das einfache symmetrische Viereck CC'JB'B 
in Fig. 10. Es hat die Seiten BB' und CO" parallel (§ 1, Üb. 16 «), 
während die Seiten OB und C'B' im allgemeinen nicht parallel, 
aber gleich sind. Dies Viereck wird gleichschenkliges Trapez'^) 
genannt. Man soll die Lage der Symmetrieachse a gegen die 
Stücke des Trapezes nach Üb. 20 angeben. 

22) Zwei Paare, &, h' und c, c' (Fig. 11) von Geraden, die 
sich für die Achse a symmetrisch entsprechen, bestimmen ein 
symmetrisches vollständiges Vierseit. Die Gegenecken M und M' 
sind entsprechend, ihr Abstand wird von der Achse senkrecht 
halbiert. Die Diagonale MM' entspricht sich selbst. Das Gleiche 
gilt von den Gegenecken NN' und der sie verbindenden Dia- 
gonale. Jede der Gegenecken und P entspricht sich selbst. 
Die Diagonale OP ist die Symmetrieachse und entspricht sich 
ebenfalls selbst. Die Winkel bei und P werden von der 
Syrometrieachse halbiert. 

23) Man betrachte das einfache Vierseit, welches die Seiten 
cc^f hV hat, und dessen Ecken M^ P, M', sind. Dies Vierseit 
hat zwei Paare OM, OM' und PM, PM' gleicher Nachbarseiten. 
Ein solches Viereck wird Delto^fd genaont. 

Man soll die Lage der Symmetrieachse gegen die Stücke 
des Vierseits nach Üb. 22 angeben. 

24) (Fig. 12.) Zwei Paare B^ B' und (7, C von Punkten, 
die sich für das Centrum A symmetrisch entsprechen, bestimmen 
ein fttr A symmetrisches vollständiges Viereck. Die Gegenseiten 
BC und B'C entsprechen sich und führen auf ein unendlich 
weit entferntes Nebeneck (sind parallel, vgl. G. § 9). Dasselbe 
gilt von den Gegenseiten BC und B'C. Jede der Gegenseiten 
BB' und CC entspricht sich selbst. Das Nebeneck, in dem sie 



*) Trapez heifst ein Viereck^ welches zwei parallele und zwei kon- 
vergente Seiten hat. 
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sich schneiden, ist das Centrum der Symmetrie und entspricht 
sich selbst. Wie kann man auch die unendlich fernen Neben- 
ecken als sich selbst entsprechend ansehen?*) Die Abstände BB' 
und CC werden durch A halbiert. 

25) Man betrachte das für A symmetrische einfache Viereck 
BCB'C (Fig. 12). Es hat die Seiten BC xmd B'C, sowie BC 
und B'C parallel (§ 8 c). Das Viereck wird Parallelogramm 
genannt (0. § 28). Man soll nach Üb. 24 die Lage des Cen- 
trums A gegen die Stücke des Vierecks angeben. 

26) Zwei Paare 5, ft' und c, c' von Geraden, welche sich 
für das Centrum A symmetrisch entsprechen (Fig. 13), bestimmen 
ein für A symmetrisches vollständiges Vierseit. 

Die Gegenpunkte M und M' entsprechen sich. Der Abstand 
MM' wird von A halbiert. Das Gleiche gilt von den Gegen- 
punkten N^ N\ Aufserdem sind noch zwei unendlich ferne Gegen- 
punkte vorhanden. Sie entsprechen sich selbst. Die Diagonalen 
MM' und NN' des vollständigen Vierseits entsprechen sich selbst. 
Die Lage der dritten Diagonale ist nicht anzugeben, denn sie 
enthält zwei unendlich ferne Punkte, während jede Gerade von 
angebbarer Lage nach unserer Anschauung nur einen unendlich 
fernen Punkt enthält**). Jede durch A in das Vierseit eingelegte 
Strecke PP' hat in A ihren Mittelpunkt. 

27) Man betrachte das einfache Vierseit in Fig. 13, dessen 
Seiten &, h\ c, c' und dessen Ecken ifef, M\ Ny N' sind. Es 
ist mit dem in Übung 25***) betrachteten Viereck identisch 



*) Anmerkung. Jeder unendlich ferne Punkt entspricht sich 
selbst für das Gentrum C. — Ans stereometrischen Gründen (Abbildung 
einer Ebene auf eine andere durch die Perspektive — Horizontlinie — 
Fluchtpunkte) sieht man die Gesamtheit der unendlich fernen Punkte 
einer Ebene als Punkte einer Geraden an (unendlich ferne Gerade). 
Für das Centrum A entsprechen sich die Strahlen des Büschels A und 
die Punkte der unendlich fernen Geraden selbst. Für eine Achse a 
entsprechen sich die Punkte der Achse und die zu a senkrechten 
Strahlen selbst. Diese Strahlen können als Strahlen eines Büschels 
mit unendlich fernem Scheitel betrachtet werden. Die achsiale und 
die centrische Symmetrie sind besondere Fälle der sogenannten involu- 
torischen Verwandtschaft. In dieser letzteren ist ein Centrum A und 
eine Axe a vorhanden. Die Strahlen des Büschels A und die Punkte 
der Achse a entsprechen sich selbst. Rückt der Punkt A in unend- 
liche Ferne, so entsteht die achsiale Symmetrie. Rückt die Achse a 
in unendliche Ferne, so entsteht die centrische Symmetrie. 

**) Anmerkung. Es ist die sich selbst entsprechende unendlich 
ferne Gerade (siehe die Anmerkung zu Übung 24). 

***) Anmerkung. Bei der achsialen Symmetrie haben wir als 
symmetrisches einfaches Viereck (gleichschenkliges Trapez) und symme- 
iarisch einfaches Vierseit (Delto'id) verschiedenartige Figuren erhalten. 
Dies ist bei der centrischen Synmietrie nicht der Fall, weil wir die 
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(Parallelogramin). Man gebe nach Übung 26 die Lage des Pauktes 
A gegen die Stücke der Figur an. 

28) Von einem einfachen Vieleck sei bekannt, dafs seine 
Winkel gleich sind. Wie grofs sind diese Winkel, wenn das 
Vieleck 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 Seiten hat? Andeutung. Berechne 
zuerst die gemeinsame Gröfse der AuTsenwinkel (360^ : n) und 
die Vieleckswinkel als deren Supplemente. 

29) a) In einem Viereck sei a = y, ß = d (siehe § 2, 
Üb. 3). Berechne die Winkel, wenn a = 60^ (piP). Beweise, dafs 
a y c und b ^ d. 

ß) In einem Viereck ist a = j5 und y == J. Berechne die 
Winkel, wenn a = 54^ (a?®). Beweise, dafs a \\ c. Wieviel Grad 
mufs a haben, damit auch h und d parallel seien? 

y) In einem Viereck sei a= 110® und ß doppelt so grofs 
als d. Die Diagonale BD halbiere die Winkel ß und d. Man 
berechne alle Winkel der Figur. 

30) In einem Viereck seien je zwei Gegenseiten parallel. 
Berechne die Winkel, wenn a = 40° (90^ x^). 

31) a) Alle Kreise, welche durch einen Punkt Ä gehen und 
den Mittelpunkt auf einer Geraden b haben, ge*hen noch durch 
einen zweiten Punkt Ä\ 

ß) Alle Kreise, welche eine Gerade a berühren und den 
Mittelpunkt auf einer andern Geraden b haben, berühren noch eine 
andere Gerade a^ (Symmetrie des Kreises für jeden Durchmesser). 

32) An einen Kreis eine Tangente zu legen, welche a) mit 
einer gegebenen Geraden a parallel ist, ß) mit einer gegebenen 
Geraden einen bestimmten Winkel ß bildet. 

y) Mit gegebenem Eadius r einen Kreis beschreiben, wel- 
cher eine Gerade a in einem bestimmten Punkte Ä berührt. 

33) Es giebt nur einen Kreis, welcher durch zwei Punkte 
A und B geht und in A die Gerade a berührt. Andeutung. Der 
Mittelpunkt eines solchen Kreises mufs der in A auf a errich- 
teten Senkrechten und der Mittelsenkrechten von AB angehören 
(§ 20, a und c). Zeige, dafs der Schnittpunkt dieser Linien 
wirklich Mittelpunkt eine solchen Kreises ist. 

34) Es giebt zwei Kreise, welche die Geraden a und h be- 
rühren, wenn die Berührung von a in einem bestimmten Punkte 
A stattfinden soll. 



ein&chen Vierseite mit unendlich fernen Ecken von der Untersuchung 
ausschliefsen. Hätte man unter den einfachen Vierseiten, welche in 
dem far die Achse a symmetrischen Vierseit Fig. 11 enthalten sind, 
dasjenige mit den Ecken MM' NN' gewählt, so würde die Figur 
auch mit dem einfachen symmetrischen Viereck (Trapez) identisch 
gewesen sein. 
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35) Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte der Kreise 
zu bestimmen, welche, mit dem Radius r beschrieben, durch den 
Punkt A gehen. 

36) er) Welches ist der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte aller Kreise c, welche den Kreis A; in dem Punkte A 
berühren? Andeutung. Die Gerade, welche das Centrum von 
"k mit A verbindet, ist nach § 17 b) die Centrale beider Kreise. 

|3) Welches ist der geometrische Ort für den Mittelpunkt 
eines Kreises, welcher mit dem gegebenen Halbmesser (Badius) 
1\ beschrieben ist und den Kreis a (Halbmesser r) von aufsen 
berührt? Andeutung. Ein Kreis, der mit dem Badius r 4~ ^ 
um den Mittelpunkt von a beschrieben ist. 

y) Wie heifst die Antwort zu jS), wenn die Berührung von 
innen stattfinden soll? 

d) Einen Kreis zu zeichnen, welcher, mit dem Badius h be- 
schrieben, zwei Kreise a und & von den Badien r und r' be- 
rührt, wenn 

1) a von aufsen und h von innen, 

2) a von innen und & von aufsen, 

3) a und t von aufsen, 

4) a und & von innen 
berührt werden sollen. 

37) a) Jeder Kreis c, der den Kreis Iz m A berührt, wird 
in demselben Punkte die Tangente a des Kreises h berühren 
und umgekehrt. 

38) a) Einen Kreis o zu zeichnen, welcher den Kreis A; in 
A berührt und aufserdem durch den Punkt B geht. 

|3) Einen Kreis zu zeichnen, welcher den Kreis A; in dem 
Punkte A und aufserdem noch eine Gerade h berührt. An- 
deutung. Siehe Übung 37. 

39) Die Figur zweier Kreise und ihrer gemeinschaftlichen 
Tangenten ist synmietrisch für die Centrale beider Ejreise. 

40) An zwei Exeise die äufsem gemeinschaftlichen Tan- 
genten (diejenigen, bei welchen die Kreise auf derselben Seite 
liegen) zu legen. Andeutung. Man ziehe mit der Differenz der 
Badien um den Mittelpunkt des gröfseren Kreises einen neuen 
Kreis und lege durch den Mittelpunkt des kleinem Kreises Tan- 
genten an denselben. 

41) An zwei Kreise die innern gemeinschaftlichen Tangenten 
zu zeichnen. (Verwende die Sunmie der beiden Badien.) 

42) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
aller Kreise , welche zWei gegebene E[reise von gleichen Badien 
berühren? (§ 20 a.) 

43) Einen Kreis c zu konstruieren, welcher zwei Kreise A; 
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und h' von gleichen Badien, und zwar den einen h in einem 
bestimmten Punkte A berührt. (Übung 36 a und 42.) 

44) Einen Kreis c zu konstruieren, welcher die Gerade a in 
einem bestinmiten Punkte A und auTserdem einen Kreis k' be- 
rührt. Andeutung. Ersetze a durch einen Kreis Tc, welcher 
mit Tc' gleichen Badius hat und die Gerade a in A berührt. 
Ein Kreis c, welcher k m A berührt, wird dann von selbst auch 
die Gerade a in diesem Punkte berühren. (2 Lösungen^ weil der 
Kreis k auf beiden Seiten der Geraden angenommen werden kann.) 

45) Einen Kreis c zu konstruieren, welcher zwei beliebige 
Kreise k und k% und zwar den ersten in einem bestimmten 
Punkte A berührt. Andeutung. Ersetze wieder den Kreis k 
durch einen andern, welcher k in A berührt. (Zwei Lösungen.) 

46) a) Wenn in einem Viereck a = & und c = (?, so Wird 
es durch die Diagonale ^D in zwei kongruente Dreiecke geteilt. 
Folgere, dafs BD die Winkel ß und ö halbiert und dafs a = y. 

ß) Wenn in einem Dreieck a == &, so wird dasselbe durch 
^'" in zwei kongruente Dreiecke geteilt. Folgere, dafs y durch ^'" 
halbiert wird, dafs a = /S und dafs f'" mit c gleiche (rechte) 
Winkel büdet. 

y) Wenn in einem Viereck a =^ c und h = d^ so wird es 
durch jede Diagonale in zwei kongruente Dreiecke geteilt. 
Folgere, dafs die Diagonale AC mit a und c gleiche Winkel 
bildet. Polgere hieraus wiederum, dafs a J c. Beweise auf ent- 
sprechende Weise, dafs h ^ d. 

47) a) Ein Viereck wird durch die Diagonalen in vier Drei- 
ecke geteilt. Wenn die Diagonalen einander halbieren, so sind 
diese Dreiecke paarweise kongruent. Folgere daraus, dafs AC 
mit a und c gleiche Winkel bildet und dafs a || c. Beweise 
auch, dafs h || d, 

ß) Wenn in einem Dreieck t"' auf c senkrecht steht, so 
wird es durch diese Linien in zwei kongruente Dreiecke geteilt. 
Folgere, dafs a «= &, a =» /5. 

y) In eiifem Dreieck sei a = b. Die Halbierungslinie von 
y teilt das Dreieck in zwei kongruente Dreiecke. Folgere, dafs 
diese Halbierungslinie die Seite c in der Mitte trifft. 

48) a) Wenn in einem Dreieck a = &, so wird dasselbe 
durch die Höhe ä"' in zwei kongruente Dreiecke geteilt. 

ß) Wenn in einem Viereck a = d und /S = d = 90^, so 
wird dasselbe durch die Diagonale AC in zwei kongruente Drei- 
ecke geteilt. 

y) In einem Dreieck sei a = h und infolge dessen a = ß 
nach § 12 b. Verbinde C mit einem Punkte D von AB^ welcher 
nicht in der Mitte von AB liegt. Die Dreiecke haben drei 
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Stücke entsprechend gleich: a^=^b, a = jS, CD = CD* Trotz- 
dem sind dieselben nicht kongruent. Vergleiche § 19d. 

49) a) Wenn die Winkel a und y eines Vierecks von der 
Diagonale ÄC halbiert werden, so wird das Viereck durch. -4(7 
in zwei kongruente Dreiecke geteilt. 

ß) Wenn in einem Viereck je zwei gegenüberliegende Seiten 
parallel sind, so wird es durch jede Diagonale in zwei kon- 
gruente Dreiecke geteilt. 

50) Wenn in einem Dreieck a = ß^ so wird dasselbe durch 
die Halbierungslinie des Winkels y in zwei kongruente Dreiecke 
geteilt. Folgere daraus, dafs a = &. 

51) Durch den Punkt A eine Parallele zu einer Geraden a 
zu ziehen (ohne Hilfe des Winkelmessers mit § 19 b). 

52) Die Summe der Strecken DA und DB (Fig. 8), welche 
den Punkt D im Innern des Dreiecks ABC mit den Endpunkten 
einer Seite verbinden, ist kleiner als die Sunmie der übrigen 
Seiten. Andeutung. Ersetze in dem gebrochenen Wege ACB 
das Stück ACJE durch das kürzere AE und in dem abgekürzten 
Wege AEB wieder das Stück DEB durch das kürzere DB. 

53) Wenn man einen Punkt im Innern des Dreiecks durch 
die Strecken m, n, p mit den Ecken verbindet, so ist 

m + w + i' > o 7 s-ber w + w + l'^ö + ^ + c. 

54) cc) In einem Viereck mit hohlen Winkeln ist die Summe 
der Diagonalen gröfser als die Summe zweier Gegenseiten. 

ß) Wenn in einem Dreieck ein Winkel wächst, während 
die einschliefsenden Seiten gleich bleiben, so wächst auch die 
gegenüberliegende Seite. Andeutung. Man benutze die Figur 9, 
indem man voraussetzt, dafs a' und a gleich seien. Wenn der 
Winkel y gewachsen ist, so mufs ein anderer Winkel, es ^ei 
der Winkel a, abgenommen haben. Legt man die Dreiecke mit 
der Seite AC aneinander, so. müssen AB' und CB sich not- 
wendig schneiden (in 0). Dann ist nach a): c' -^ a> c -]- a\ 
weil aber a == a\ so ergiebt sich, dafs c > c. 

55) In einem Viereck mit hohlen Winkeln ist die Summe 
der Diagonalen kleiner als die Summe der Seiten, aber gröfser 
als die halbe Summe der Seiten. 

56) Der gerade Weg zwischen zwei Punkten ist kürzer als 
jeder gebrochene Weg. 

57) Wie grofs sind die Peripheriewinkel über dem 3*®^, 
4ten^ 5*^, 6*«^ 10*«^ Teile der Peripherie? 

Wie grofs sind die Peripheriewinkel, welche zu Bogen von 
15, 30, 90 Grad gehören? 
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58) Vier Punkte teilen den Kreis in vier auf einander 
folgende Bogen von 20^ 100^, 80^ 160^ Wie grofs sind die 
Winkel, welche man erhält, wenn die vier Punkte paarweise 
durch Gerade verbunden werden? 

59) Ein Sekantenwinkel von 16^ steht über einem Kreis- 
bogen von 40®. Wie grofs ist der Bogen, der zwischen seinen 
Schenkeln liegt? 

60) Ein Sehnenwinkel von 40® steht über einem Bogen 
von 60®. Wie grols ist der von dem Scheitelwinkel einge- 
schlossene Bogen? 

61) In einen Kreis ein Dreieck zu zeichnen, welches ge- 
gebene Winkel hat. 

62) Ein Kreis ist durch die Punkte A, B, C bestimmt. 
Man zeichne die Tangenten in diesen Punkten durch Antragen 
der Winkel a, ß, y des Dreiecks ABC (§ 24 b, 1). 

63) Zwischen zwei Punkten A und B einen Kreisbogen von 
18® zu zeichnen. 

64) Einen Punkt zu finden, von welchem aus zwei an ein- 
ander stolsende Strecken a imd h bezüglich unter den Winkeln 
a und ß gesehen werden (§25 a). 

65) Je zwei Ecken eines Dreiecks und die Fufspunkte der 
zugehörigen Höhen liegen auf einem Kreise. A, B, Ä, B' in 
Fig. 20 liegen auf einem Kreise. 

66) Die in Fig. 20 mit a bezeichneten Winkel sind gleich, 
ebenso die mit ß bezeichneten. Die Winkel ß und a sind unter 
sich gleich (§ 24 b). 

67) Die Höhen eines Dreiecks halbieren den Winkel des 
von den Fufspunkten gebildeten Dreiecks (Fig. 20). 

68) J)\h Höhen eines Dreiecks schneiden sich in einem 
Punkte. (Siehe Fig. 20 und wende Übung 67 sowie § 21 a an.) 



Übungen zu Absclmitt H (zweite Folge). § 3. 

l) Konstruktionen nach analytischer Methode. Man 
zeichnet die gesuchte Figur willkürlich (ohne Eücksicht auf die 
gegebenen Stücke). Indem man sodann aus den Stücken dieser 
Figur diejenigen Stücke konstruiert, welche von gegebener Gröfse 
sein sollen, entstehen Hilfsfiguren, von welchen man untersucht, 
ob sie durch die gegebenen Stücke bestimmt sind. Ist dies der 
Fall, so konstruiert man die Hilfsfiguren, und aus diesen wieder 
die gesuchte Figur. 

Beispiel. Ein Dreieck zu konstruieren, in welchem ein 
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Winkel, die gegenüberliegende Seite und die Summe der an- 
liegenden Seiten von gegebener Gröfse sind. 

Analysis. Das gesuchte Dreieck sei ABC (Fig. 21), der 
gegebene Winkel ß und die gegebene Seite AC. Mache auf der 
Verlängerung von ^^ die Strecke BD = BC, so ist AD die 
gegebene Summe und d die Hälfte des gegebenen Winkels ß 
(§ 11 b und 12 b). 

Da nun in dem Hilfsdreieck ACD der Winkel d, die gegen- 
überliegende Seite AC und die anliegende Seite AD gegeben ist, 
so läfst sich das Hilfsdreieck und daraus das gesuchte Dreieck 
konstruieren. 

Konstruktion. Mache EF (Fig. 22) gleich der gegebenen 
Summe, -^ EFG gleich dem gegebenen Winkel /S, den man 
durch die Gerade FH halbiert. Beschreibe um E mit der ge- 
gebenen Seite den Ereis, der FH im allgemeinen in J und J' 
trifft Ziehe JK und J'K" parallel mit FG^ so ist sowohl 
EJK als EJ'K" das gesuchte Dreieck. 

Beweis. ^ EKJ = EFG == dem gegebenen Winkel, weil 
JK mit FQ parallel ist. Femer JK = KF^ weil die mit 8 
bezeichneten Winkel einander gleich sind ; folglich EK -j- KJ = 
EK + KF = EF = der gegebenen Summe. Endlich EJ = 
der gegebenen Seite. Ebenso beweist man, dals EJ'K' den For- 
derungen der Aufgabe genügt. 

Determination. (Angabe der Grenzen, innerhalb deren 
die Gegebenen liegen müssen, damit die Aufgabe lösbar sei.) 
Die Aufgabe ist lösbar, wenn der Halbstrahl. FH von dem Kreise 
um E getroffen wird. Dies ist der Fall, wenn die gegebene 
Seite nicht kleiner ist, als die Entfernung der Geraden FH von E. 
Die Dreiecke EKJ und EK! J' sind nur durch ihte Lage ver- 
schieden. Um dies zu zeigen, ziehe man mit EF um E einen 
Kreis, welcher die Halbierungslinie des Winkels EFG in H 
schneiden möge. Die gleichzeitige Mittelsenkrechte a von JJ' 
und HF mufs durch E gehen (§ 20 a). Die Winkel HEJ' 
und JEF sind gleich, weil sie sich für die Achse a symmetrisch 
entsprechen. Auch Winkel EJ' K! ist von derselben Gröfse 
(Wechselwinkel). Die Dreiecke EKJ und EKJ' haben also 
die Winkel bei E und /', die Winkel bei K und K\ sowie die 
Seiten EJ und EJ' entsprechend gleich (eine Seite und zwei 
Winkel) und sind kongruent. 

2) «) Ein rechtwinkliges Dreieck (y == 90^) zu konstruieren 
aus 1. a, h. 2. a, ß. 3. c, a. 4. c, a. 5. c, « — /S «=* 6. 

ß) Ein Dreieck zu konstruieren aus 1, a^ h, h. Analysis. 
ABC sei das gesuchte Dreieck. Durch Einzeichnung von h 
entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke, die beide konstruierbar 
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sind. 2. a, a, h. 3. a, /?, h, 4. a, $, A. 5. a, A, j?. 6. ^, !>, q. 
7. c, ^ ^ fc 8. y, «7, -^ WC. 9. a + & = Z, a — 6 = Ä, Ä. 
10. y, a — /5 = d, Ä. 

y) Ein Dreieck zn konstruieren aus: 1. a,h,p. Analysis. 
Eines der durch Einzeichnung von h entstandenen rechtwinkligen 
Dreiecke ist durch p und a konstruierbar und liefert die Mittel 
zur YoUendung des Dreiecks ABC, Gieb für den fehlenden 
Eckpunkt zwei örter an. 2. /3, p^ q. 3. a,yj?i. 4. o, c, t 5. a, ß, f. 
6. c, ßy t. 7. a, y, «?. 8. a, ft tr. 9. ft y, iv. 10. c, Ä, ^. 11. c, Ä, f. 
12. fl, Ä, f. 13. o, Ä, IT. 14. ft Ä, «7. 15. a + 6 = Z, ft //. 16. «, 
c — /5 = ^,Ä. 17. a, Ä,i) — g = L 18. a, ft 6 + Ä = 7. 19.6, 
€c,h+p = l 

i) Man mache sich zur Aufgabe, sSmtliche Seiten und 
Winkel der benutzten Hilfsdreiecke darauf zu untersuchen, ob 
sie sich durch Stücke des Dreiecks ABC ausdrücken lassen. So 
ist zum Beispiele in der 10*^ Aufgabe unter y) in dem Hilfs- 
dreieck mit den Seiten Ä, ^ die 3*® Seite {p — fl^) : 2 ; in dem 
Hilfsdreieck mit den Seiten ^, tr (13^ Aufgabe unter y) ist 
^ hiP = (a — ß) ' ^' Man bildet alsdann leicht neue Aufgaben, 
zu deren Losung die gefundene Beziehung den Schlüssel bildet. 
Z. B. Dreieck aus p — q = l^t und a («)*); p — q = ljh und 
a (a); a — ß = d,h und a; a — ß = 6, w, a. 

e) Ein Viereck zu konstruieren aus: 1. a,by c, cZ, f. 2. a, (2, 
/i ßj 6. 3. a, c2, ff f, 5. 4. a, ir, /", e, c. 5. a + ^ = ^> «f? ^ /i ^• 
6. a^f^a^ß^y. 1, h — c = i, d, e, ^, e. 8. 5, c, /*, y, -^ ae. 9. a, &, 
d, e -(- /"= if, a. 10. a^h^Cj ß^ y. 11. a, 5. (f, f, -^ ae. Analjsis 
zn 4. Dreieck^ ABD ist aus a, a und /* konstruierbar. Für C 
hat man als Orter: 1) Die Gerade, welche durch A so gezogen 
ist, da(s sie mit f den Winkel £ bildet; 2) den Kreis, welcher 
mit e um ^ geschlagen ist. 

3) Wenn man durch den Schnittpunkt der Halbierungslinien 
zweier Dreieckswinkel eine Parallele mit der eingeschlossenen 
Seite zieht, so ist dieselbe so groüs als die Sunmie der nicht paral- 
lelen Seiten in dem abgeschnittenen Viereck (Trapez). 

4) Durch einen gegebenen Punkt zwischen den Schenkeln 
eines Winkels eine Gerade so zu ziehen, dafs sie von beiden 
Schenkeln gleiche Stücke abschneidet. 

5. Zwei Geraden &, h' (Fig. 23). können nicht bis zu ihrem 
Durchschnitte verlängert werden. Man soll a) ihren Winkel be- 
stimmen und ß) die Halbierungslinie des Winkels ziehen. An- 



*) Das eingeklammerte Stück liefiert eine 2*® Aufgabe, wenn es 
für a gesetst wvd: Dreieck aus p — q^ t und a. Diese Abkürzung in 
der Aufgabenstellung ist auch im folgenden angewendet 
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deutung« Ziehe durch den beliebigen Punkt B auf h die Par« 
allele c zu V, CBE ist der gesuchte Winkel. Halbiere den 
Winkel BBC durch BB^ und beweise die Gleichheit von |3 und ^. 
Die Mittelsenkrechte a =» von BB' ist die gesuchte Halbierungs- 
linie, weil & und 1) symmetrisch zu a sind. 

6) In einer gegebenen Geraden einen Punkt A zu suchen, 
welcher a) von zwei gegebenen Punkten B und B^ gleiche Ent- 
fernung hat; ß) von zwei gegebenen Geraden h und V gleiche 
Entfernung hat. 

7) In einer Geraden a einen Punkt A zu suchen, so dafs 
die von ihm nach zwei gegebenen Punkten B und C (auf der- 
selben Seite von a) gezogenen Geraden gleiche Winkel mit a 
bilden. Andeutung. B und C mit ihren für a entsprechenden 
Punkten bestimmen ein symmetrisches gleichschenkliges Trapez. 
Die Symmetrieachse a geht durch den Schnittpunkt A der Dia- 
gonalen und halbiert die dort gebildeten Scheitelwinkel. A ist 
also der gesuchte Punkt. 

8) In der Geraden a einen Punkt A zu suchen, so dafs 
die Summe der Entfernungen AB und AC ^o klein wie möglich 
ist. Andeutung. Der gesuchte Punkt ist wieder der Schnitt- 
punkt A der Diagonalen in dem symmetrischen Viereck BB'C'C, 
Das Minimum der Entfemimgssumme ist eben die gemeinsame 
Gröfse der Diagonalen. Jede andere Entfemungssumme stellt 
sich als gebrochener Weg zwischen B und C oder C und B^ dar. 

9) Den geometrischen Ort der Mittelpunkte gleicher Sehnen 
zu bestimmen. 

10) Den geometrischen Ort derjenigen Punkte zu bestim- 
men, von welchen aus Tangenten von gegebener Länge an den 
Kreis gezogen werden können. 

11) Den Ort für diejenigen Punkte zu suchen, aus welchen 
an einen gegebenen Kreis Tangenten gezogen werden können, 
welche den Tangentenwinkel a mit einander bilden. 

12) a) Konstruiere ein Dreieck aus: 1. a -{- h => l^ c^ ß. 
Analysis. Verlängere a um h, damit l als Strecke vorliege; ein 
konstruierbares Dreieck entsteht nun, indem man den Endpunkt D 
von l mit A verbindet. Auf den noch fehlenden Eckpunkt C 
des Dreiecks ABC kommt man durch § 20 a. 2. c, a -{- h = l 
und y (h\ a, ä"). 3. a -|- 5 = Z, a und ß Qi'). 4. a — 6 = Z, c 
und /§ (ä; y, a, r). 5. a — 6 =^ Z, a und |S (ä")- 6. a + 6 + c = ?, 
a und ß. 1. a — 6 + c = Z, a und ß. 8. jp — q^^l^a und ß (h). 
9. jp — q^^l^a^h. 

ß) In Befolgung von § 3 Übung 2 d findet man: 1. In dem 
bei dem ersten Beispiele in Übung 12 a benutzten Hilfsdreieck 
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tf — ß 
ist der Gegenwinkel zur Seite a + 5 =» ? gleich 90® + — b >*) 

je nachdem die längere Seite um die kürzere verlängert wurde 
oder Timgekehrt. — Dreieck aus a + 6«=Z, cc — /3 = J und 
c (Kj Ji^. 2. In dem bei dem 4*®" Beispiele in Übung 12 a be- 
nutzten Hilfsdreieck ist der Gegenwinkel zur Seite a — h =^l 

gleich — ö""^? gleichgültig, ob die gröfsere Seite um die klei- 
nere verkürzt oder die kleinere um die Differenz a — b = l 
verlängert wurde. — Dreieck aus a — 6 = i, a — |S = ^ und 
c (h\ ä"). 3. Das bei dem 8^°^ Beispiele in Übung 12 a be- 
nützte Hilfsdreieck enthält die Seiten p — Q^CLfb und die Winkel 
180® — of, /3, a — ß. — Dreieck ans a — /3 — = d, a und h 
(jp — q, h). 

y) Konstruiere ein Dreieck aus: l^c^y und t (p, u). Welche 
dieser Aufgaben wird für j^ = 90® unmöglich oder unbestimmt? 
2. c, Ä', Ji'. 3. r, c und a (f,^, u, u — v, a — /5, a + 2y). 4, r, a 
und ß (t\ h'"). 

i) Konstruiere ein Viereck aus a, d, a, y und c (e, e, & + c). 

13) Der Ort für die Spitzen C ^ler Dreiecke, welche über 
der Grundlinie c konstruiert sind und den gegebenen Winkel y 
haben, ist ein Ejreisbogen über der Sehne AB. Der Ort für die 
Mittelpunkte der Kreise, welche diesen Dreiecken einbeschrieben 
sind, ist ein Kreisbogen, welcher über der Sehne AB den Winkel 

90^+^ fafet (§ 2 Üb. 16). 

14) a) Die Tangentenabschnitte, welche von den Ecken 
ABC des Dreiecks bis zu den Berührungspunkten des einbe- 
schriebenen Kreises reichen, sind paarweise gleich und mögen 
bezüglich a?, y, heifsen. Aus fl? + y = c, y + ^^'^öt, ;e?+a; = & 

folgt durch Addition o? + y + ißf = - , welcher Wert 

mit s bezeichnet wird. Durch Subtraktion folgt: x '== s — a, 
y = 5 — h, ^ = 5 — c. — Dreieck aus: 1. ^, 6 + c — a, ß (c). 

2. «, & 4" ^ — ö ^^d ß (^)- 3. ^, c, 6 + a. 4. ^, a + ^ — c, w. 
/?) Die Tangentenabschnitte, welche von den Ecken ABC 
des Dreiecks bis zu den Berührungspunkten des der Seite c an- 
beschriebenen Kreises reichen, mögen x\ y\ e heifsen. Aus 
«' + y' = c, z — y' ^=s a^ f! — o;' = & folgt durch Addition: 

/a-f-ft-f-c j , ,, T\- 

^ = — ^ ■ — «5* 5 und nun fl?=5 — 6, y==5 — a, — Drei- 
eck aus: 1. a — & + c, ^'" tind ß (y). 2. a + 6 + ^j q''\ ^' 



♦) Wenn ^ > «, so schreibe -^-^ — 

Müller, Geometrie. I. Übungen. 3. Aufl. 
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15) a) Jede Dreiecksseite wird durch die Berührungspunkte 
des ein- und anbeschriebenen Kreises in drei Abschnitte geteilt, 
von denen die beiden äufsem einander gleich sind. 

ß) Die BerUhrungspunkte zweier anbeschriebener Kreise mit 
dem Träger einer Dreiecksseite sind von den Endpunkten dieser 
Seite gleichweit entfernt. 



§ 4. Übungen zu Absclmitt III (die besonderen Vielecke). 

1) In dem gleichschenkligen Dreieck entsprechen sich die 
durch die Endpunkte der Grrundlinie gezogenen Winkelhalbieren- 
den (Höhen, Mittellinien) für die Symmetrieachse und schneiden 
sich also auf dieser Achse (§ 6 a). 

2) Das gleichseitige Dreieck hat drei Symmetrieachsen, welche 
mit den Winkelhalbierenden, Höhen, Mittellinien des Dreiecks zu- 
sammenfallen. Diese drei Symmetrieachsen schneiden sich in 
einem Punkte (Üb. l). 

3) Ein Dreieck ist gleichschenklig a) wenn die Halbierungs- 
linie a eines Winkels auf der gegenüberliegenden Seite senkrecht 
steht, ß) wenn die durch ein Eck gezogene Mittellinie auf der 
gegenüberliegenden Seite senkrecht steht, y) wenn die Mittel- 
senkrechte einer Seite durch das gegenüberliegende Eck geht. 

4) Ein Viereck ist ein Delto^d, a) wenn eine Diagonale die 
Winkel, welche sie durchzieht, halbiert, ß) wenn eine Diagonale 
die Mittelsenkrechte der andern ist. 

5) Ein gleichschenkliges Trapez (Viereck mit zwei paral- 
lelen und zwei konvergenten, aber gleichen Seiten), hat zwei 
Paare gleicher Nachbar winkel. Andeutung. Ziehe CD || C'B^ 
(Fig. 24), so entsteht ein Parallelogramm. Beweise, dafs Dreieck 
BCD gleichschenklig ist. 

6) Jedes gleichschenklige Trapez ist symmetrisch fdr eine 
Achse. Diese Achse geht durch die Punkte, in welchen sich die 
Träger der convergenten Seiten und die Diagonalen schneiden. 
Sie halbiert den Winkel daselbst. Auch ist die Achse die Mittel- 
senkrechte einer jeden der parallelen Seiten (Grundlinien). An- 
deutung. Verlängere BC und JB'C bis zum Schnitt in Ä 
(Fig. 24). Beweise, dafs die Dreiecke BB'A und CC'A gleich- 
schenklig sind (Üb. 5, § 12 j3). Ziehe die Halbierungslinie des 
Winkels J., welche eben die Symmetrieachse ist. Das Übrige 
findet sich leicht. 

7) Durch den Punkt A die Parallele zur Geraden a zu 
ziehen. Andeutung. Setze in dem beliebigen Punkte B von a 
(Fig. 26) ein und ziehe durch A den Kreis i, welcher a m O 
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trifPL Beschreibe mit demselben Radios nnd Ä um C die Kreise 
J2 nnd 3f welche den Punkt D der gesuchten Parallelen bestim- 
men (§ 29 b). 

8) Wenn man durch jeden Eckpunkt eines Dreiecks ABC 
eine Parallele zur gegenüberliegenden Seite zieht, so entsteht ein 
neues Dreieck, in welchem ^, ^, (7 die Mittelpunkte der Seiten 
sind. Die Höhen des Dreiecks ABC sind die Mittelsenkrechten 
der Seiten des neuen Dreiecks. Auch hieraus (vergl. § 2, Üb. 68) 
kann man schliefsen, dafs die Höhen des Dreiecks ABC sich 
in einem Punkte schneiden. 

9) Alle Senkrechten zwischen zwei Parallelen sind einander 
gleich (§ 29 a). Die gemeinsame Länge derselben wird der 
Abstand der Parallelen genannt. 

10) Der geometrische Ort aller Punkte, welche von einer 
Geraden a den Abstand d haben, besteht ans zwei zu a paral- 
lelen Geraden h und c, welche in diesem Abstände d gezogen 
sind. Andeutung zum Beweis. Alle Punkte auf b und c haben 
Yon a den Abstand d. Alle Punkte in dem von b und c ein- 
geschlossenen Streifen haben kleinere, alle aufserhalb des Strei- 
fens gelegenen Punkte haben gröfsere Abstände. 

11) Innerhalb eines Winkels einen Punkt zu suchen, welcher 
von den Schenkeln gegebene Abstände hat. 

12) Ein Parallelogramm, dessen Diagonalen gleich sind, ist 
ein Bechteck, 

13) Ein Parallelogramm, dessen Diagonalen senkrecht auf- 
einander stehen, ist ein Bhombus. 

14) Wenn eine Figur zwei zu einander senkrechte Symme- 
trieachsen hat, so ist sie auch synmietrisch für den Schnittpunkt 
der Achsen. In einer solchen Figur gehören jedem Punkte B 
drei andere Punkte B\ B'\ B''' zu, welche mit ihm ein Bechteck 
bilden. Andeutung. TFig. 27.) Dem Punkte B entspricht B' 
für die Achse a und J^ ^ für die Achse a. Die Strecken AB' 
und AB" sind gleich, weil sie beide der Strecke AB für eine 
Achse entsprechen. Der Winkel B'AB'' ist ein gestreckter, 
denn er ist doppelt so grofs, als der rechte Winkel zwischen 
a und a. Daraus folgt, dafs B' und B" sich für A symmetrisch 
entsprechen. Dem Punkte B" entspricht noch B''' für die Achse a. 
Dann entsprechen sich auch B und B''' für den Mittelpunkt A. 
Die Figur BB''B'"B' ist ein Parallelogramm, weil sich die 
Ecken paarweise für A entsprechen. Sie ist ein Bechteck, weil 
der Winkel B'BB^' ein rechter ist. 

15) In jeder Figur, welche zwei zu einander senkrechte 
Symmeiaieachsen hat, gehören zu einer Geraden drei andere, 
welche mit ihr einen Bhombus bestimmen. 

2* 
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16) Wenn eine Figur für eine Achse a und einen Punkt A 
auf a symmetrisch ist, so hat sie noch eine zweite Symmetrie^ 
achse a\ welche durch A geht und auf a senkrecht steht. An- 
deutung. (Fig. 27.) Dem Punkte B' entspricht für a der 
Punkt J5 und für ul 4er Punkt B'\ Die Strecken AB und AB'' 
sind gleich, weil sie beide gleich AB' sind. Man ziehe nun die 
Gerade a' senkrecht auf a. Die Winkel u' sind gleich, weil 
jeder der Komplementwinkel zu einem der gleichen Winkel a ist. 
Wenn die Winkel a gleich und AB = AB'\ so sind B^ JB" 
für die Achse a symmetrisch entsprechend. 

Die folgenden Konstruktionen 17 — 24 sind mit dem Lineale 
allein auszuführen. 

17) Ein Parallelogramm ist gegeben. Man soll demselben 
ein anderes Parallelogramm einschreiben, von welchem der Träger 
einer Seite gegeben ist. 

18) Ein Parallelogramm ist gegeben. Man soll demselben 
ein anderes Parallelogramm umschreiben, von dem ein Eckpunkt 
gegeben ist. 

19) Ein Rechteck mit seinen Achsen ist gegeben. Man soll 
um dasselbe einen Bhombus beschreiben, von dem der Träger 
einer Seite gegeben ist. 

20) Man soll in einen Ehombus ein Bechteck zeichnen, von 
dem ein Eckpunkt gegeben ist. 

21) In das Achsensystem eines Rechtecks zu einer beliebigen 
Richtung (welche durch keinen Eckpunkt geht) den zugehörigen 
Rhombus zu zeichnen. 

22) In das Achsensystem eines Rhombus oder eines Recht- 
ecks zu einem beliebigen Punkte das zugehörige Rechteck zu 
zeichnen. 

23) In das Achsensystem eines Rhombus soll man zeichnen: 
a) Ein zweiachsiges Achtseit, welches durch zwei Seiten- 
richtungen in demselben Quadranten bestimmt ist. 

j3) Ein zweiachsiges Achteck, welches durch zwei Ecken in 
demselben Quadranten bestimmt ist. 

24) «) Ein zweiachsiges Sechsseit zu zeichnen. (Man ziehe 
eine Seite senkrecht auf einer Achse und eine zweite beliebig.) 

j3) Ein zweiachsiges Sechseck zu zu zeichnen. (Man nehme 
einen Eckpunckt auf einer Achse an.) 

25) Um ein Viereck, dessen Gegenwinkel supplementär sind, 
kann man einen Kreis ziehen. Andeutung. Ziehe den Kreis 
durch .ä, -B, (7 in Fig. 28. Bogen AEC ist der Ort für die 
Punkte, aus welchen die Sehne AC unter dem Winkel 180^ — jS 
gesehen wird. B mufs also auf diesem Bogen liegen. 

26) In ein Viereck, in welchem je zwei Gegenseiten dieselbe 
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Summe liefern, kann man einen Kreis zeichnen. Andeutung. 
Wenn man (Kg. 29) im Viereck AB CD den Kreis zieht, der 
DA^ AB^ BC berührt, nnd von beiden Summen gegenüberliegen- 
der Seiten die Gröfse x -{' y abzieht, so bleibt die Bedingung 
NC + MD = CD. Würde nun der Kreis nicht von CD, son- 
dern von CE berührt, so hatte man (§ 31 a) auch NC + ME 
= CE. Durch Subtraktion erhält man ME — MD = J)E = 
CE— CD, was unmögüch ist (§ 19 a, Folgerung). 

27) In jedes BeltoYd läfst sich ein E[reis zeichnen. An- 
deutung. Nach Übung 26, oder: Ziehe den Kreis so, dafs er 
drei Seiten berührt; beweise (§ 16 b, 2), dafs der Mittelpunkt 
auf der Symmetrieachse liegt und schliefse aus § 16 a, dafs er 
auch die vierte Seite berührt. 

28) Um jedes gleichschenklige Trapez läfst sich ein Kreis 
zeichnen. Andeutung. Nach Übung 25, oder: Ziehe den Kreis 
durch drei Ecken; beweise, dafs der Mittelpunkt auf der Sym- 
metrieachse liegt (§ 16 b, 1) und schliefse aus § 16 a, dafs der 
Kreis auch durch den vierten Eckpunkt geht. 

29) Unter welcher Bedingung läfst sich ein Kreis ziehen 
ff) um ein Delto^td, f) in ein Trapez? 

30) Ein regelmäfsiges Vieleck ist symmetrisch o) für jede 
Halbierungslinie eines Winkels, |3) für jede Mittelsenkrechte einer 
Seite. Andeutung. In beiden Fällen beweist man sehr leicht^ 
dafs beiderseits die Seiten, Ecken, Winkel sich paarweise für die 
Achse symmetrisch entsprechen. 

31) Ist die Seitenzahl des regelmäfsigen Vielecks ungerade, 
80 ist jede Halbierungslinie eines Winkels zugleich die Mittel- 
senkrechte der gegenüberliegenden Seite. Das Vieleck hat also 
n gleichartige Symmetrieachsen. Andeutung. Nachdem man 
durch das Eck A die Halbierungslinie des Winkels als Achse 
gezogen hat, bleibt noch eine gerade Zahl von Ecken übrig. 
Die zwei letzten dieser Ecken entsprechen sich auch füi* die Achse, 
welche somit die Mittelsenkrechte der sie verbindenden Vielecks- 
seite ist. 

32) Ist die Seitenzahl des regelmäfsigen Vielecks gerade, 
so wird jede Halbierungslinie eines Winkels durch den gegen- 
überliegenden Eckpunkt gehen und den Winkel daselbst halbieren. 
Jede Mittelsenkrechte einer Seite wird auch die gegenüberliegende 
Seite senkrecht hal\)ieren. Das Vieleck hat n : 2 Symmetrieachsen 
der einen und ebenso viele Symmetrieachsen der andern Art. An- 
deutung. Hat man den Winkel am Eckpunkt A halbiert, so 
werden wegen der paaren Seitenzahl zuletzt zwei Seiten übrig 
sein, welche sich für die Achse entsprechen. Ihr Schnittpunkt, 
das dem Punkt A gegenüberliegende Eck, mufs also auf der 
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Achse liegen und der Winkel daselbst wird von der Achse 
halbiert u. s. w. 

33) Die n Symmetrieachsen eines regelmäfsigen Vielecks 
gehen alle durch den Mittelpunkt des dem Vieleck umbeschrie- 
benen Kreises. Sie sind Träger von doppelt so vielen Halb- 
strahlen, welche den Winkelraum von 360^ in 2 ,n gleiche 
Teile teilen. Ist die Seitenzahl des Vielecks gerade, so kann 
man die Anzahl dieser Winkel durch 4 teilen, und kommt 
so auf einen rechten Winkel. Solche Vielecke haben also Sym- 
metrieachsen , die auf einander senkrecht stehen, und sind sym- 
metrisch für den Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises (Üb. 14). 
Bei den Vielecken mit ungerader Seitenzahl ist dies nicht der Fall« 

34) Ein Sehnenvieleck ist regelmäfsig, wenn seine Seiten 
gleich sind. Andeutung. Die den Seiten zugehörigen Centri- 
winkel sind auch gleich, das Vieleck ist also nach § 32 a 
regelmäfsig. 

35) Ein Tangentenvieleck ist regelmäfsig, wenn seine Winkel 
gleich sind. Andeutung. Die Halbierungslinien der Vielecks- 
winkel gehen durch den Mittelpunkt des Kreises. Jedes der so 
entstandenen Dreiecke ist gleichschenklig (§ 12 j3), so dafs je 
zwei auf einander folgende Ecken und deshalb alle Ecken vom 
Mittelpunkte denselben Abstand haben. Aufserdem sind die 
Centriwinkel in diesen Dreiecken gleich. Das Vieleck ist nach 
§ 32 a regelmäfsig. 

36) Ein Sehnenvieleck von ungerader Seitenzahl ist auch 
regelmäfsig, wenn seine Winkel gleich sind. Andeutung. 
(Fig. 30.) Zeige, dafs das Vieleck für die Mittelsenkrechte a 
irgend einer Seite symmetrisch ist. JB und C sind symmetrisch 
zu a. Die Strahlen BE und CD sind wegen der Gleichheit der 
Winkel B und C symmetrisch entsprechend, folglich auch ihre 
Schnittpunkte E und D mit dem für a synametrischen Kreise. 
So weiter schliefsend findet man, dafs irgend zwei auf einander 
folgende Seiten (ihr Schnittpunkt sei das Eck P) für die Mittel- 
senkrechte der dem Eckpunkte P gegenüberliegenden Seite sich 
symmetrisch entsprechen und gleich sind. 



§ 5e Übungen zu Absclinitt lEU 

1) a) ein gleichschenkliges Dreieck (Grundlinie o) zu zeich- 
nen aus 1. a^y. 2. c, a, 3. a, o. 4. a, cc, 5. aus dem Umring 
und der Höhe. 

ß) ein rechtwinklig gleichschenkliges Dreieck aus seiner 
Höhe zu seichnen. 
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y) ein gleichseitiges Dreieck aus seinem umring zu zeichnen 
(eine Strecke in drei gleiche Teile zu teilen). 

2) Ein Parallelogramm zu zeichnen aus : 1. o, &, e. 2. a, e, a. 

3. a, Ä, &. 4. a, ä, a. 5, o, €, e. 6. a, 6, /*. 7. e, /*, «. 8. <?, /J 7*. 

3) Ein Rechteck zu zeichnen aus: 1. a, e. 2. a, e. 3. e, e. 

4) Einen Ehombus zu zeichnen aus: 1. e, /*. 2. 6, a. 3. e, h. 

4. e, a. 5. h, a. 

5) Ein Quadrat zu zeichnen aus: 1. a. 2. e. 

6) Ein Dreieck zu zeichnen aus: 1. a -{- h -{- c = l, ct^h. 
2. a — & + c ==» iJ, a, Ä. 3. i? — g = /, a, 7*. 4. c, y, Ä. 5. r, a, 7e'. 
6. a+fe — c, ^'" und ^ (y). 7. a — & + c, p, ^'". 8. c+& — ü^q'^q. 
9. a + & + c, ^'", ^'. 10. c, Q,y. (Vergl. § 3, Übung 13.) 
11. y = 90^, CQ. 

7) «) Konstruiere ein Viereck aus 1. a, 6, c, d und <^ &d An- 
deutung. Die gegebenen Seiten &, d und der eingeschlossene 
Winkel '^h d liegen nicht in einem Dreieck. Um ein konstruier- 
bares Hilfsdreieck zu erhalten, verschiebe man die eine der 
Strecken &, d parallel mit der anfänglichen Lage längs einer der 
übrigen Seiten. Die bewegte Strecke durchstreicht die Fläche 
eines Parallelogramms und der Winkel zwischen b und d bleibt 
dabei ungeändert. 2. a, hy o, d, a -f- ß, 3. a, c, a, ß, y, 

ß) Konstruiere ein Trapez aus h^ d, f und -^hd (a, ß^h, 

y) Konstruiere ein Viereck aus a^ e^ f, e und h {%. ae, 
^öe, c). 

d) Konstruiere ein Trapez aus a, e, f und £ (ä, -^ ae).*) 

8) Das bei Üb. 7 j3 benützte Hilfsdreieck enthält die Seiten 
a — c, &, (^, die Winkel a, ß^ ^ &c?. — Trapez aus a — c, 5, ci, /*; 
aus a, &, c, c2. 

9) Das bei Üb. 7 ^ benützte Hilfsdreieck enthält die Seiten 
a + c, e, /* und den Winkel s, — Trapez aus a -{' c, e^ f, h-^ 
aus a, Cj e, /*. 

10) Konstruiere ein gleichschenkliges Trapez aus: 1. a,b, e. 
2. a, 2>, ^ 3. a, &, a, 4. a, A, a. 

11) Verschiebt man in dem Dreieck ABC (Fig. 25) die 
Seite a, bis ihr Endpunkt C nach Ä gelangt, so ist B in die 
vierte Ecke D des Parallelogramms ACBD gekonmien. Die 
Diagonale CD des letzteren halbiert AB m JE^ und die Hälffce 
CE dieser Diagonale CD fällt mit t'" zusammen. Das Hilfs- 
dreieck ACD hat die Seiten &, a, 2 . T, die Winkel 180^ — y, 
^ &r', -^ af"' und die Höhen Ji und ä". — Dreieck aus a, &, ^'5 
aus a, ^", -^ &r'; aus a, T', <^ a^'; aus 5, T', ä"; aus &, t"\ Ji. 

*) Einige der Aufgaben in Übung 7 können auch ohne Ver- 
schiebung von Strecken leicht gelöst werden. 
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12) Konstruiere ein Sehnenviereck ans: 1. r, a, b und c 
(«, /i «? « ± ß)' 2. r^a + hjö und y (a, /; e, jS, c2). 

13) Konstruiere ein Tangentenviereck aus: 1. ^, a, /? und 
y (6, a + &, e). 2. a, c, & und «(/;/? + y). 

14) Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die Mittelpunkte der 
Seiten gegeben sind. 

15) Konstruiere ein Dreieck aus: 1. 9, a und c (j3, Ä, g, «;')• 
2. c, y und 9 (^ + r). 3. c, r, ^. 4. c, y, 9'". 5. c, r, ^'". 

16) Ein Kreis und ein Tangentenwinkel desselben sind ge- 
geben. Man soll eine dritte Tangente ziehen, so dafs das in den 
Tangentenwinkel fallende Stück derselben eine gegebene Länge 
habe. (Vergl. § 6, Üb. 6, Beispiel 10.) 

17) Konstruiere ein Tangentenviereck aus q, c, tt, ß, 

18) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Mittellinie nach 
der Mitte der Hypotenuse halb so grofs als die Hypotenuse. 

19) Wenn in einem Dreieck die Mittellinie nach der Mitte 
einer Seite die Hälfte dieser Seite ist, so ist der gegenüber- 
liegende Winkel ein rechter. 

20) Welches ist der geometrische Ort derjenigen Funkte, 
welche von zwei parallelen Geraden gleiche Entfernung haben? 

21) In einen Winkel eine gegebene Strecke so zu legen, 
dafs sie mit einer gegebenen Geraden parallel ist. 

22) Durch einen gegebenen Punkt 2), der innerhalb eines 
Winkels liegt, eine Gerade so zu ziehen, dafs D ihr Mittel- 
punkt wird. 

23) Zwischen zwei Parallelen durch einen gegebenen Punkt 
eine gegebene Strecke zu legen. 

24) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
der Kreise, welche, mit gegebenem Badius beschrieben, 

a) eine gegebene Gerade berühren; 

ß) einen gegebenen Kreis berühren; 

y) mit einem gegebenen Kreise eine Sehne von der Länge l 
gemein haben; 

ö) einen gegebenen Kreis in den Endpunkten eines Durch- 
messers schneiden. 

Andeutung zu y. Die Entfernung des Mittelpunktes vom 
Centrum des gegebenen Kreises ist Längendiagonale eines Del- 
tolidB, welches durch die Seiten und die Querdiagonale bestimmt ist. 

25) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
der Kreise, welche zwei parallele Gerade berühren? 

26) Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen, welcher 
a) durch zwei gegebene Punkte -4, B geht; 

ß) zwei konvergente Geraden a, i^ berührt; 
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y) durch den Punkt Ä geht und die Gerade b berührt; 
o) dnrch den Punkt Ä geht und den gegebenen Kreis K 
berührt. 



Übungen zu Abschnitt IV (Flächeninhalt). § 6. 

1) Wie grofs ist die Fläche co eines Parallelogramms oder 
Rechtecks, wenn a) g = 3,725, h = 2,976, ß) g = 10,279, 
h = 9,827. 

2) Wie grofs ist die Fläche a> eines Dreiecks, in welchem 
g und h die angegebenen Werte haben? 

3) Wie grofs ist die Grundlinie g eines Dreiecks, wenn 
a) w = 72, Ä = 9; /3) w = 240, h = 24; y) w-^ 950, h = 25. 

4) Wie grofs ist die Höhe eines Dreiecks, wenn «) od = 
45,6423, g = 4,1493; /3) w = 7,28, ^ = 1,3; y) w = 9,18, 
9 = 2,7. 

5) Wie grofs sind die Seiten eines Quadrats, wenn a) 
m = 1,4641, ß) (0 = 2,89, y) © = 2. 

6) Wie grofs ist die Fläche eines Trapezes, wenn a) ^ = 8, 
/ = 6, Ä = 3; j3)(/ = 17,23, / = 12,11, Ä=5,2; y)<7 = 3,725, 
/ = 2,123, h = 1,18. 

7) Wie grofs ist die untere Grundlinie g eines Trapezes, 
wenn «) / = 4, Ä = 3, © = 18; ß) / = 32, Ä = 2, w = 95; 

y) / = 8, Ä = 2, 0) = 18. 

8) Wie grofs ist die Höhe h eines Trapezes, wenn a) ^ = 2,4, 
/ = 2, 4» = 1,76; ß) g = 23, / =15, w = 143,83. 

9) Ein Quadrat liegt mit der einen Ecke in der Ecke eines 
gröfseren Quadrates. Der Überschufs der Seite des gröfseren 
Quadrates über die des kleineren ist 118 m, der Überschufs 
der Quadrate selbst 26 432 qm. Wieviel Inhalt hat jedes der 
beiden Quadrate? 

10) Ein Feld von der Form eines Trapezes wurde zu 
7150 Mark gekauft, nämlich der Ar zu 22 Mark. Wenn nun 
die Höhe des Trapezes 65 Meter beträgt und die kleinere Grund- 
linie 200 m, wie lang ist die gröfsere Grundlinie? 

11) Wie viele Eechtecke von 62 cm Länge und 25 cm 
Breite braucht man , um eine rechtwinklige Fläche von 43,4 m 
Länge und 7,5 m Breite zu belegen? 

12) Eine Diagonale eines Vierecks beträgt 13 m, die von 
den nicht auf ihr liegenden Eckpunkten auf dieselbe gefällten 
Senkrechten sind 7,3 m und 2,5 m. Wie grofs ist die Fläche 
dieses Vierecks? 

13) Die Seiten dreier regelmäßigen Vielecke seien 1. Wenn 
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12) Konstruiere ein Sehnenviereck ans: 1. r, a, b und c 
(or, f,s,a + ß). 2. f , a + &, c und y (a, f, e, ft d). 

13) Konstruiere ein Tangentenviereck aus: 1. ^, a, /? und 
y (6, a + &, e). 2. a, c, 6 und a (/; /3 + y). 

14) Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die Mittelpunkte der 
Seiten gegeben sind. 

15) Konstruiere ein Dreieck aus*. 1. ^, « und c (ß, Ä, g', tv), 

2. c, y und ^ (9 + *•)• ^' ^j *"> ?• '*• ^> y? ?'"• ^- ^? ^> ?"• 

16) Ein Kreis und ein Tangentenwinkel desselben sind ge- 
geben. Man soll eine dritte Tangente ziehen, so dafs das in den 
Tangentenwinkel fallende Stück derselben eine gegebene Länge 
habe. (Vergl. § 6, Üb. 6, Beispiel 10.) 

17) Konstruiere ein Tangentenyiereck aus ^, c, a, ß, 

18) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Mittellinie nach 
der Mitte der Hypotenuse halb so grofs als die Hypotenuse. 

19) Wenn in einem Dreieck die Mittellinie nach der Mitte 
einer Seite die Hälffce dieser Seite ist, so ist der gegenüber- 
liegende Winkel ein rechter. 

20) Welches ist der geometrische Ort derjenigen Funkte, 
welche von zwei parallelen Geraden gleiche Entfernung haben? 

21) In einen Winkel eine gegebene Strecke so zu legen, 
dafs sie mit einer gegebenen Geraden parallel ist. 

22) Durch einen gegebenen Punkt D, der innerhalb eines 
Winkels liegt, eine Gerade so zu ziehen, dafs D ihr Mittel- 
punkt wird. 

23) Zwischen zwei Parallelen durch einen gegebenen Punkt 
eine gegebene Strecke zu legen. 

24) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
der Kreise, welche, mit gegebenem Badius beschrieben, 

a) eine gegebene Gerade berühren; 

ß) einen gegebenen Kreis berühren; 

y) mit einem gegebenen Kreise eine Sehne von der Länge l 
gemein haben; 

d) einen gegebenen Kreis in den Endpunkten eines Durch- 
messers schneiden. 

Andeutung zu y. Die Entfernung des Mittelpunktes vom 
Centrum des gegebenen Kreises ist Längendiagonale eines Del- 
to!fds, welches durch die Seiten und die Querdiagonale bestimmt ist. 

26) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
der Kreise, welche zwei parallele Gerade berühren? 

26) Mit gegebenem Badius einen Kreis zu zeichnen, welcher 
a) durch zwei gegebene Punkte Ä, B geht; 
ß) zwei konvergente Geraden a, h berührt; 



berührt. 
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y) durch den Punkt A geht und die Gerade h berührt-, 
e) durch den Punkt A geht und den gegebenen Kreib K 



Übungen zu Abschnitt IV (Plachemnliall> f «. 

p \1^ ^^® ^°^® ^* ^^ Fläche fi> eines Paralltlo;^nirj:.ji.'. *A*:j 
Rechtecks, wenn «) ^ = 3 725 ^. = 2,976, ß.y=10-27^^ 
Ä»= 9,827. 

2) Wie grofß ist die Fläche o eines Dreiwitt, -1 vt.'.i.»-- 
g und Ä die angegebenen Werte haben V 

3^ Wie grofs ist die Gnindünie g tijLhk. L»:*i*:'tt. v t-x 
aj » = 72, Ä = 9; /3, o = 040. Ä = 24: 7 a = ?C*- / « -^: 

4) Wie grofs ist die H:he eines l/rele'.i:t %**;ia. 1 u 
45,6423, ^—4,1493: 3 = 7.2%. 7 = : -l -= u * > :> 
^ = 2,7. 

5) Wie grofs sind die rf^ei-^eii eiiiet V-ä^"^'-^ '^••* * 
» = 1,4641, ß) m = 2.%9, > a = 2. 

6) Wie grols ist -ü-r Fl&cii«: * jaei 7 rt:»%:^. r «u. t : — ' 
<7^ = 6, Ä = 3;/j)^=17-irc. -/ = 2:::: i-iJ: ; t-:',: 
ff =2,123, Ä« 1.1^ 

7j Wie groijs isT die "-rvt-^ V.—iiia:*^ > *:iu^ ?•*..**-,.. 
wenn a) / = 4, ^ = 3. © = 1* . 5 '. — a # — i »* - '. 
y)/=8, Ä=2, o» = 1^^ 

8) Wie grofs ist ü*: Hr^.* #. u^» Tä;ä^-. »«u: ^ ; — i 
/= 2, « = 1,76; ß g ^ 2ri. jr — :.C '» — :4.l-'> 

9) Ein Quadrat üeigT rin i«*r^ ^o««». i-v*.^ .t v-r- •- : ■ . 
grölBeren Quadrates. I>er ^"i^^rwaiili übt '>s:>. --^ . - 
Quadrates über die des '^^i^z^ez^oL, j^. :;>, 11 %■=- '. - , 
der Quadrate selbst 2ö 432 -^rü- v.-js?tä. :aii*.: -^ 
beiden Quadrate? 

10) Ein Feld von der F-rrL »laÄt 7ts*5#5^ 
7150 Mark gekacift, nämlich der Ar z-. Ä jt^,. 

die Höhe des Trapezes 65 Meter «^J^^ wä C*. - .^ -^. " 

linie 200 m, wie lang- ist die gr?Jl^ert OcrjöuHj,^ , 

11) Wie viele Rechtecke von fö^ ;^ 

Breite braucht man, nm eine recbt^jaci^ ^^ ^ _ 

Länge und 7,5 m Breite zu belegen f ^^ ^ 

12) Eine Diagonale eines^i»w 
den nicht auf ihr liegenden Eckpim 
Senkrechten sind 7,3 m nnd 2,ö «l ^, 

dieses Vierecks? 

13) Die Seiten dreier re| 



-= Xi. 
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die Vielecke nach einander 6, 12, 24 Seiten haben, so beträgt 
der Abstand der Seiten vom Mittelpunkte bezüglich 0,866, 0,966, 
0,991. Wie grofs sind die Flächen der drei Vielecke? 

14) a) Ein Parallelogramm in n gleiche Teile zu teilen. 
ß) Ein Dreieck in n gleiche Teile zu teilen. Andeutung. 

cc) Man teile die Grundlinie des Parallelogramms in n gleiche 
Teile und ziehe durch die Teilpunkte Parallelen mit den an- 
liegenden Seiten, ß) Man teile die Grundlinie des Dreiecks in 
n gleiche Teile und verbinde die Teilpunkte mit dem gegen- 
überliegenden Eck. (Die Teilung einer Strecke soll mit dem 
Mafsstabe ausgeführt werden. Die Teilung durch Konstruktion 
folgt erst in § 40 c.) 

15) a) Ein Parallelogramm in zwei Teile zu teilen, die 
sich wie die Zahlen m und n verhalten. 

ß) Ein Dreieck in zwei Teile zu teilen, die sich wie die 
Zahlen m und n verhalten. Andeutung, a) Man teile die 
Grundlinie des Parallelogramms in iw -f" w gleiche Teile xmd 
ziehe durch den m^^ Teilpunkt eine Parallele mit den anliegen- 
den Seiten, ß) Man teile die Grundlinie des Dreiecks in w* + « 
gleiche Teile und verbinde den w*®" Teilpunkt mit dem gegen- 
überliegenden Eck. 

16) Ein Parallelogramm von einem Eckpunkte A aus in 
n gleiche Teile zu teilen. Andeutung. Wenn n eine gerade 
Zahl ist, so teile jede der Seiten, welche nicht durch Ä gehen, 

in — gleiche Teile und verbinde Ä mit den Teilpunkten. Wenn 

n eine ungerade Zahl ist^ so teile zuerst in 2 . n Teile. 

17) Alle gleichen Parallelogranmie über derselben Grund- 
linie liegen zwischen zwei Parallelen. Andeutung. Sie haben 
gleiche Höhe h Ihre obern Grundlinien liegen auf der Paral- 
lelen zur untern Grundlinie, die im Abstände h gezogen ist. 

18) Die Spitzen aller gleichen Dreiecke über derselben Grund- 
linie liegen auf einer mit der Grundlinie parallelen Geraden. 

19) Wenn man durch einen Punkt in der Diagonale eines 
Parallelogramms Parallelen mit den Seiten zieht, so sind die 
beiden Parallelogramme einander gleich, durch welche die Dia- 
gonale nicht geht. Andeutung. (Fig. 31.) Aus ABC = ADOy 
AFO = AJO, OHC = OaC (§ 28 c) folgt durch Subtraktion 

FBHO = joan. 

20) Ein Parallelogramm in ein anderes von gegebenem 
Winkel oder in ein Rechteck zu verwandeln, ohne die Grund- 
linie zu ändern (§37 a). 

21) Ein Dreieck in ein anderes von gegebenem Winkel oder 
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in ein rechtwinkliges zu verwandeln, ohne die Grundlinie zu 
ändern (§37 a). 

22) Ein Parallelogramm (Rechteck) in ein anderes mit vor- 
geschriebener Grundlinie zu verwandeln. 

Auflösung. FBHO (Fig. 31) sei das gegebene Paral- 
lelogramm und HC die auf die Verlängerung einer Seite abge- 
tragene neue Grundlinie. Man verlängere BF bis zum Schnitt- 
punkte A mit der Geraden CO und vollende das Parallelogranmi 
BCDÄ. Dann werden die Verlängerungen von HO und FO 
das gesuchte Parallelogramm JOGD bestimmen. (Übung 19.) 

23) Ein Dreieck in ein anderes mit vorgeschriebener Grund- 
linie zu verwandeln. Andeutung. BFC (Fig. 32) sei das 
gegebene Dreieck und ^^ die neue Grundlinie. Man verbinde 
A mit C und ziehe FB mit AC parallel, so ist BAB das ver- 
langte Dreieck. 

24) Ein Vieleck in ein Dreieck zu verwandeln. Andeutung. 
Schneide durch eine Diagonale AC (Fig. 33) ein Dreieck ABC 
von dem gegebenen Vieleck ab. Wenn die Verlängerung der 
Seite DC und eine durch B mit AC gezogene Parallele sich in 
G- schneiden, so ist die Fläche des Dreiecks ABC derjenigen 
des Dreiecks AGC gleich. Das Vieleck ACBBEF ist also in 
ein anderes AGB FF verwandelt, welches die gleiche Fläche 
besitzt und eine Seite weniger hat. Man wiederhole dieses 
Verfahren. 

25) Die Grenze zweier Grundstücke ist eine gebrochene 
Linie. Man soll diese Grenze in eine geradlinige verwandeln, 
ohne die Flächen der Grundstücke zu ändern. Andeutung. 
(Fig. 34.) Ziehe durch B eine Parallele zn AC und verbinde 
A mit D oder C mit E, 

26) Durch den Punkt M in Fig. 35 eine Gerade so zu 
ziehen, dafs das von dem Dreieck ABC unten abgeschnittene 
Stück dem Dreieck APM gleich sei. Andeutung. Ziehe 
PE I MBj so ist ME die gesuchte Teillinie. 

27) Das Dreieck ABC in. Fig. 35 von M aus in n gleiche 
Teile zu teilen. Andeutung. Betrachte AC (Fi^ 35) als die 
Grundlinie des Dreiecks und verwandle es nach üb. 23 in ein 
anderes Dreieck AMB mit der Grundlinie AM (B ist in der 
Figur nicht gezeichnet), so wird nach jener Konstruktion das 
Eck B auf der Verlängerung von AB liegen. Teile das Dreieck 
AMB von der Spitze M aus nach Übung 1^ ß in n gleiche 
Teile und verwende für die Teillinien, welche über das Dreieck 
ABC hinausreichen, die Übung 26. 

28) Ein stumpfwinkliges Dreieck mit Beibehaltung der dem 
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stumpfen Winkel gegenüberliegenden Seite in ein rechtwinkliges 
zu verwandeln. 

29) Ein Parallelogramm (Dreieck) in ein anderes von ge- 
gebener Seite zu verwandeln a) ohne die Grundlinie zu ver- 
ändern, ß) ohne die Diagonale zu verändern. 

30) Ein Parallelogramm in ein anderes zu verwandeln, 
von welchem die Grundlinie und ein anliegender Winkel ge- 
geben ist. 

31) Ein Dreieck in ein anderes von gegebener Seite und 
gegebenem Winkel zu verwandeln. 

32) Ein Dreieck mit Beibehaltung eines Winkels an der 
Grundlinie in ein anderes von gegebener Höhe zu verwandeln. 

33) Zwei beliebige Parallelogramme (Dreiecke) zu einem 
einzigen zu vereinen. 

34) Die Fläche eines Trapezes ist gleich dem Produkt aus 
der Höhe und derjenigen Strecke, welche die Mittelpunkte der 
nicht parallelen Seiten verbindet. Andeutung. (Fig. 36.) Ziehe 
EF^ BÄ. Die Dreiecke NCE und NBF sind gleich, weil sie 
sich für das Centrum N entsprechen. Die Fläche des Trapezes 
ist also gleich der Fläche des Parallelogramms AFED, 

35) Ein Trapez wird halbiert durch jede Gerade, welche 
durch den Halbierungspunkt der Mittellinie geht und die beiden 
parallelen Seiten (Grundlinien) schneidet. 

36) Ist die Mittellinie eines Parallelogramms oder Trapezes 
in n gleiche Teile geteilt und werden durch die Teilpunkte 
gerade Linien zwischen den Grundlinien gezogen, welche sich 
nicht innerhalb der Figur schneiden, so teilen sie die Figur in 
n gleiche Teile. 

37) Ein Parallelogramm in ein Trapez zu verwandeln, des- 
sen eine Seite verlängert durch einen gegebenen Punkt geht. 

38) Wenn man einen Punkt im Innern eines Dreiecks mit 
den drei Ecken verbindet, so stehen je zwei der entstandenen 
Dreiecke in demselben Verhältnis, in welchem die Grundlinie 
des dritten Dreiecks durch die Verlängerung der gemeinsamen 
Seite der beiden ersten geteilt wird. Andeutung. Jedes Drei- 
eck ist die Differenz zweier Dreiecke. Die Minuenden und Sub- 
trahenden stehen in dem angegebenen Verhältnis, folglich auch 
die Differenzen. 

39) Ein Dreieck auf die in 38 angegebene Weise in drei 
Dreiecke zu teilen, welche sich verhalten, cc) wie 1:2:3, ß) wie 
1:1:3, y) wie 1:1:1, d) wie die Seiten eines Dreiecks (§21 a). 

40) Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks seien a 
und &. Die Hypotenuse c werde durch die. Höhe Ä in die Ab- 
schnitte p und q geteilt, von denen j? an a und q bji h anliegt. 
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Es gelten nun die Formeln: a) a* «= c -i?; 6* =» c . g; /3) a* + &* 
= (?. y) Ä«+i)« — a«; h^+q^ = h\ d)h^=p.q. An- 
deutung. a), j3), y) finden sich leicht durch § 38. d) findet 
man ans }? s=» a^ — jp*, wenn man für a* den Wert c . p ein- 
setzt Man hat h* =^ c .p — !>* «= j} (c — p) "^P » Q' 

41) Die übrigen der in 40) angegebenen Stücke eines recht- 
winkligen Dreiecks zu berechnen, wenn a) a «» 5, & «=> 6. /?) a = 4, 
c = 7. y) a = 3,4, ä = 2,1. d) c= 7, Ä = 2. e) c = 3, Ä = 1. 

42) Wenn a die Seite eines gleichseitigen Dreiecks ist, so 

betragt die Höhe y • }/3 und die Fläche ^ " V^' 

43) Die Seite eines Ehombus ist 12 m und ein Winkel 
desselben ist 60^. Wie grofs ist sein Inhalt? 

44) Zu untersuchen, ob ein Dreieck recht-, spitz- oder 
stumpfwinklig ist, wenn seine Seiten betragen: a) 12, 16, 20; 
ß) 16, 10, 9; y) 12, 9, 11; d) 3, 4, 5; s) 6, 8, 10. 

45) Wenn a und h zwei Zahlen sind und o?, ^, e die Seiten 
eines Dreiecks bedeuten, so ist dieses Dreieck rechtwinklig, wenn 

die Gleichungen «* «= a . &, y = — = — , e — — r — gelten. 

46) Wenn 14, 13, 15, (56, 25, 39) bezüglich die Längen 
der Orundlinie und der beiden andern Seiten sind, so sind die 
Längen der Höhe und der Abschnitte auf der Grundlinie durch 
ganze Zahlen dargestellt. 

47) Welche Entfernung vom Mittelpunkte des Kreises hat 

eine Sehne yon der Länge ^? Antwort: l/r^ £-. 

48) Welches ist die Länge der Sehne, deren Entfernung 
vom Mittelpunkte d ist? Antwort: 2y^r* — cP, 

49) Je kleiner die Sehne, um so gröfser ist ihre Entfernung 
vom Mittelpunkte und umgekehrt. 

50) Die kleinste Sehne, welche durch einen Punkt Jif geht, 
steht senkrecht auf Strecke MCj welche M mit dem Mittelpunkte 
verbindet. Sie wird in M halbiert (§ 26, b, 3). 

51) Projiciert man zwei Seiten eines Dreiecks aufeinander, 
so sind die Produkte aus jeder der Seiten und der Projektion der 
andern gleich. Andeutung. Nach § 39 a) hat man a^ =a 2>^ ^ 
c* + 2cg = &^ + c*+25y (y bedeutet die Projektion von c 
auf h). Das obere Zeichen gilt, wenn der Winkel a spitz, das 
untere, wenn a stumpf ist. 

52) In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate 
der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate beider Diagonalen. 
Andeutung. (Fig. 37.) /"« = a* -f d^ — 2 a . a;, e^ = a^ -\' 
&^ -f- 2 . a . 3f. Die Strecken x und y sind gleich, weil sie sich 
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für den Schnittpunkt der Diagonalen symmetrisch entsprechen. 
Durch Addition: ^ + f^ = 2a^ + cP + b^ = a^ + h^ + (? + 

58) In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite und das 
vierfache Quadrat der zugehörigen Mittellinie gleich der doppelten 
Summe der Quadrate über den beiden andern Seiten. Andeu- 
tung. (Fig. 38.) Verlängere die Mittellinie um sich selbst^ um 
den vierten Eckpunkt eines Paralellogramms zu erhalten. Nach 
Üb. 52 ist 2c« + 26« = a« + (2 . 0"^ == a« + 4tt'K 

64) Jede der drei Mittellinien durch die drei Seiten des 

Dreiecks auszudrücken («'= ^]/2 5« + 2 c« — a«). 

55) Aus Übung 53 die Gleichung 4(r« + <"« + r^) = 
3 (a« + 6« + c«) abzuleiten. 

56) um die Seiten des Dreiecks durch die Mittellinien aus- 
zudrücken, zieht man die Gleichung 6« + c« — ^a« = 2 ^'« von 

a2+2,2+c«=i(r«+r'«+r«)ab. (a=iy2r«+2r«-r«.) 

57) Der Kreis um die Mitte der Strecke a (Fig. 38) mit 
t' als Eadius ist der Ort aller Punkte ^ fUr welche die Quadrate 
der Entfernungen von den Endpunkten der Strecke eine konstante 
Summe haben (Üb. 53). 

58) Konstruiere ein Dreieck aus 1. a« + 6« «=» ?, c und 
« (y. Ä'", r, Ä'). 2. a« + 6«, h\ ß. 3. a« + b\ r, y. 4, a« + h\ 
t und a(y, h\p — q), 

59) Aus der Gleichung a« = 6« + c« — 2cq die Gröfse q 
zu bestinmien und h'" zu berechnen. Andeutung. 

6» + c« - a« , ,„2 4 &«c» ~ (5« + c« — a«)» 

60) Die Form für ä'"« in Übung 59 durch Anwendung der 
Begel m* — w* «=* (w -j- w) (m — n) umzuformen. Andeutung. 

Man erhält zuerst ^^^ — = — 7-^^ ^^ -^ und durch noch- 

malige Anwendung derselben Begel 

(b + c +'g) -(h + c — g) . (g + ^ — c) . (g — 6 + c) 

4c« 

g "f" ^ "4" c 
Wenn man — — gleich 5 setzt, so sind die vier Faktoren 

des Zählers 2 s, 2 (s — 0), 2 (s — b), 2(s — c). Durch Einsetzen 

erhält man ä"'^ = ^ - s (s — a) (s — b) {s — c) 

oder Ä'"= 7- • y s (5 — a) (s — &) (5 — c) . 
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61) Die Fläche co des Dreiecks durch die drei Seiten aus- 
zudrücken. Andeutung. Multipliziert man die letzte Gleichung 

in Üb. 60 mit y? so erhalt man a> =1/5(5 — ä) (js — &)(« — c). 

62) Den Badius q des einbeschriebenen Kreises durch die 
drei Seiten des Dreiecks auszudrücken. Andeutung. Verbinde die 
Ecken des Dreiecks mit dem Mittelpunkte dieses Kreises. Man hat 

a,Q t h . Q . C . Q Q / II I \ 

«> = -2^ + -2- + -2- = y(« + & + c) = ^.5; 

? = 7-- V« (5 — a) (5 — &) (5 — c) . 

68) Die Differenz der Quadrate zweier Dreiecksseiten ist 
gleich der Differenz der Quadrate ihrer Projektionen auf die 
dritte Seite; a* — &» „p« — q^ (Fig. 39), 

64) «) Wenn in einem Dreieck (Fig. 39) a* — h^ = 1 und 
c gegeben sind, so kann man p und q und dadurch den Fufs- 
punkt von h eindeutig bestimmen. Die in diesem Fufspunkte 
errichtete Senkrechte ist also der geometrische Ort für die Spitze 
des Dreiecks. Beweis: a^ — 6* =jp^ — 2* = G> + 9') (i? — o)- Je 
nachdem ? gröfser, gleich oder kleiner als r ist, wird ^BAG 
stumpf, recht oder spitz sein. Im ersten Falle ist c = ^ — g, 
im dritten c^^p-^-q^ der zweite Fall ist leicht zu erledigen. 
Für den dritten Fall z. B. hat man j}^ — - g* = ?, jp + 2 = ^; 
p — q^l^ i C, p = {(? + V) i2C', q^ {<? — P) i 2c. 

ß) Konstruiere ein Dreieck aus: 1. a^ — &* e=a ?^ c und 
a (y, Ä, *, h\ r). 2. a* *- &^ jp — ff nnd a (y, Ä, ä'). 



ObTmgen zu Abschnitt V. (Ähnliclie Pimktreihen.) § 7, 

1) In jedem Trapez ist a) die Strecke, welche die Mittel- 
punkte der nicht parallelen Seiten verbindet, gleich der Summe, 
und jS) die Strecke, welche die Mittelpunkte der Diagonalen ver- 
bindet, gleich der Differenz der beiden parallelen Seiten (Grund- 
linien). Andeutung. Die Mittelpunkte E, F, ö, H (Fig. 40) 
der nicht parallelen Seiten imd der Diagonalen liegen auf der 
Halbierungslinie des von den Parallelen gebildeten Streifens (§ 1, 
Üb. 19 a). Man hat nach § 40 /5 für «) EG^^ÄB, GH 
= ^DC u. s. w. Für ß) hat man EG = ^ÄB^ EF=^BC 

VL S* W. 

2) Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecke sind die 
Ecken eines Parallelogramms. Die Seiten des Parallelogramms 
sind den Diagonalen des Vierecks parallel und die Hälften dieser 
Diagonalen. 
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3) Vier Punkte bestimmen drei einfache Vierecke. Man kommt 
also durch 2) zu drei Parallelogrammen. Je zwei derselben haben 
eine Diagonale gemein. Daraus folgt, dafs alle drei Parallelo- 
gramme den Mittelpunkt gemein haben (die entstehende Figur 
stellt, wenn man sie als schiefwinklige Parallelprojektion be- 
trachtet [Stereometrie § 25 u. 26] ein Tetraeder und das Oktaeder 
vor, dessen Hemieder jenes Tetraeder ist. 

4) Was ist von dem Parallelogranmi in Üb. 2 zu sagen, 
wenn das Viereck ein Delto!fd (ein Bhombus) und ein gleich- 
schenkliges Trapez (ein Rechteck) ist? 

5) a) Eine Strecke zu konstruieren, von der eine gegebene 
Strecke % ist. 

ß) Eine Strecke zu konstruieren, welche zu einer gegebenen 
Strecke in dem Verhältnis 2^ : 4f steht. 

6) Wenn a, 6, c, m, n gegebene Längenzahlen sind, so soll 

man a) eine Strecke x so konstruieren, dafs x = (§ 42 b) 

et ^K & "^K c 
und ß) eine Strecke y so konstruieren, dafs y «=» • 

(Benutze a.) 

7) Zwei Strecken zu zeichnen, wenn gegeben ist: 
a) die Summe und das Verhältnis derselben, 

ß) die Differenz und das Verhältnis derselben (§ 42 c). 

8) Eine gegebene Strecke in drei Teile x^ y, z z\i teilen, 
so dafs sich verhält: 

X :y ^nipj 
y : = q :r. 

9) a) Aus dem Verhältnis a:h = m:n zweier Strecken und 
der einen derselben a = 2 läfst sich die andere als vierte Pro- 
portionale finden. Konstruiere ein Dreieck ans: 1. a : & «» m:n, 
a = Z und « (y, Ä, jp — g, a — ß^ r^ t). 2. a : 5 = w : w, /S 
und Ä (jp, r). 3. a : & : c = 5 : 6 : 7 und a = 8 cm. 4. a : 6 
==7:8, 6 : c = 10 : 11 und a = 9 cm. 

ß) In diesen Aufgaben kann das Verhältnis a : h auch durch 
das Verhältnis K '.Jt' gegeben sein; denn aus a.Ä'=&.Ä"=2a> 
folgt a : & «=» Ä" : Ä'. 

y) Aus der Summe oder Differenz zweier Strecken a-|-& caag 
und ihrem Verhältnis a-,!) ^=^ m\n kann man diese Strecken 
konstruieren (Teilung von s nach m : n) oder berechnen. — 
Konstruiere ein Dreieck aus: 1. a + &=s, a:6=w:w und 
Ä (ä 4" 1^)- 2. c = Z, 2? : ff = w. w und y (w», a -f- ä). 3. a : 6 
= 9n : 9», 'ha'\'\^=^ 8 und c. In diesen Aufgaben kann man 
die gegebene Gröfse a : & auch dnrch das gegebene Verhältnis 
der Höhen ersetzen: axt ^Ji'xK 
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i) Ein Dreieck zu konstruieren aus a : & «=» m : n, c und 

s) Konstruiere ein Dreieck aus t\ i" und c (a, Ä, ^"'-^c^'). 

J) Ein Dreieck zu konstruieren aus: 1. a : &, c, '^^'^". 
2 c, a : 6, ^' : ^". 3. c, r, ^' : ^". 4. c, a : i\ h : t'\ — Ver- 
längere c beiderseits um sich selbst. — Hilfsdreieck mit den 
Seiten 3 c, 2i', 2^. 

10) Jede durch den Winkelscheitel gezogene Gerade teilt 
alle diejenigen Strecken nach demselben Verhältnis, welche zu 
einander parallel in den Winkel eingelegt sind. Andeutung. 
(Fig. 41.) r : r'= s : s\ weil beide Verhältnisse = AD : AD' 
sind. Vertausche die mittleren Glieder. 

11) In einem Winkel seien parallele Strecken eingelegt. Der 
geometrische Ort aller Punkte, welche diese Strecken innen und 
aufsen nach dem Verhältnis r : s teilen, besteht aus zwei durch 
den Scheitel gezogenen Geraden. 

12) Eine Mittellinie im Dreieck halbiert alle Strecken, welche 
parallel zur entsprechenden Seite in das Dreieck eingelegt werden. 

13) Eine Diagonale im Parallelogramm halbiert alle Strecken, 
welche parallel zur andern Diagonale in das Parallelogramm 
eingelegt sind. 

14) a) Die Mittelpunkte (JV, in Fig. 42) zweier Höhen- 
abschnitte, welche yon den Ecken des Dreiecks bis zu dem 
Schnittpunkte (H) der Höhen (§ 2, Üb. 68) reichen (obere 
Höhenabschnitte), bilden mit den Mittelpunkten der diesen Höhen 
zugehörigen Seiten ein Eechteck. 

ß) Die Fufspunkte der beiden Höhen liegen auf demjenigen 
Kreise, welcher um das Bechteck beschrieben ist. 

15) Die Mittelpunkte der oberen Höhenabschnitte, die Fufs- 
punkte der Höhen und die Mittelpunkte der Dreiecksseiten liegen 
auf einem Kreise (Feuerbachscher Kreis). Andeutung. Die dem 
Eckpunkte A und der Seite BC zugeordneten Punkte JV", J.' -ä." 
bestimmen einen Kreis. Nach Übung 14 liegen auf diesem 
Kreise auch die Punkte 0, B\ B'\ welche in analoger Weise 
dem Eckpunkte B und der Seite AC zugeordnet sind. Ebenso 
wird gezeigt, dafs der Kreis auch durch die Punkte P, C\ Q" 
geht. Mittelpunkt dieses Kreises ist der Schnittpunkt der Dia- 
gonalen im Bechteck NOA'B\ 

16) Wenn man in den Punkten B, C . . . einer Geraden 
(Fig. 43) parallele Strecken 5, c . . . anlegt, welche sich verhalten 
wie die Abstände der Punkte B^ (7 . . . von -4, so liegen die 
Endpunkte dieser Strecken auf einer durch A gehenden Geraden. 
Andeutung. Der Endpunkt von h heifse B\ Die Gerade AB' 
werde von dem Träger der Strecke c in C getroffen. Dann hat 
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man nach §41c) AB : AC = h : CC\ und nach der Voraus- 
setzung AB : AC '^ h : c. Folglich ist GC = c und C der End- 
punkt der Strecke c. Ebenso zeigt man, dafs die Endpunkte 
der übrigen Strecken auf der Geraden AB' liegen. 

17) a, h seien zwei gegebene Gröfsen. Die Gröfse x heifst 
das harmonische Mittel zwischen a und 5, wenn a — x :x — b 

= a :h. oder wenn — = ir ( h -r)' Man beweise, dafs in 

der Figur 83 auf Seite 47 der Abstand CD zweier zugeordneter 
Punkte das harmonische Mittel zwischen AD und BD ist. An- 
deutung. Die Proportion AD — CD : CD — BD = AD : BD 
ist mit der andern CA : CB = DA : DB^ welche die harmo- 
nische Punktgruppe definiert, identisch. 

18) a) Verbindet man irgend einen Punkt auf der Peri- 
pherie eines Elreises mit den Endpunkten eines Durchmessers, so 
teilen diese Linien jede zu dem Durchmesser senkrechte Sehne 
harmonisch. 

ß) Verbindet man irgend einen Punkt auf der Peripherie 
eines Kreises mit den Endpunkten einer Sehne, so wird der zu 
dieser Sehne senkrechte Durchmesser harmonisch geteilt. 

19) a und h (Fig. 44) seien zwei Gerade und c eine dritte 
durch den Schnittpunkt von a und h gezogene Gerade. Für 
jeden Punkt von c hat das Verhältnis der (senkrechten) Ab- 
stände von a und h denselben Wert r : s, (Verfahre beim Beweis 
gerade wie in Übung 10.) 

20) Für keinen andern Punkt innerhalb eines der von c 
durchzogenen Scheitelwinkel hat das Abstandsverhältnis von a 
und h denselben Wert r : s, Andeutung. (Fig. 44.) Ziehe 
durch N eine Parallele zu a, welche c ia M trifft. Dann ist 
NU '^ MP^ aber NV von MQ verschieden. Deshalb kann 
NUiNV nicht gleich MP: MQ sein. 

21) Das Verhältnis r : 5 sei gegeben. Man soll die Gerade c 
bestimmen. Andeutung. Errichte irgendwo auf a die Strecke r 
und auf b die Strecke s senkrecht. Ziehe durch die JSndpunkte 
Parallelen bezüglich zu a und b. Sie schneiden sich in einem 
Punkte der Geraden c. 

22) Man kann nach 21) noch eine zweite Gerade c^ be- 
stimmen, welche die Nebenwinkel der von c durchzogenen Winkel 
teilt und deren Punkte ebenfalls das Verhältnis r : s der Ab- 
stände von a und b haben. 

23) Der geometrische Ort aller Punkte, fttr welche das 
Verhältnis ihrer Abstände von zwei konvergenten Geraden a und 
b denselben Wert r : s hat, besteht aus zwei durch den Schnitt- 
punkt von a und b gezogenen Geraden. 
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24) Gerade Linien zu finden^ deren Abstände von den 
Punkten Ä und B sich wie r : s verhalten. Andeutung. Alle 
Geraden dieser Art bilden zwei Strahlenbüschel, deren Scheitel 
C und D diejenigen Punkte sind, welche den Abstand AB innen 
und aufsen nach dem Verhältnis r : s teilen. 

25) Auf einer Geraden g einen Punkt P zu suchen, fllr 
welchen a) das Verhältnis der Abstände von zwei Geraden a 
und &, ß) das Verhältnis der Abstände von zwei Punkten Ä und 
B einen gegebenen Wert hat. (Jedesmal zwei Auflösungen. 
Vergleiche für a) Üb. 23 und für ß) den Satz 46 a.) 

26) Durch einen Punkt P eine Gerade g zu ziehen, für welche 
das Verhältnis der Abstände von den Punkten Ä und B einen 
gegebenen Wert r : s hat. (Zwei Auflösungen , siehe Übung 24.) 

27) cc) Einen Punkt P anzugeben, dessen Abstände von drei 
Geraden a, 2), c (die sich nicht in einem Punkte schneiden) sich 
wie r : s :p verhalten. Andeutung. (Fig. 45.) Ziehe durch den 
Schnittpunkt von a und h die beiden Geraden c' und c" als Ort 
der Punkte, deren Abstände von a und h sich wie r : s ver- 
halten. Ziehe femer durch den Schnittpunkt von a und c die 
Geraden 1/ und &" als Ort der Punkte, deren Abstände von a 
und c sich wie r:p verhalten. Die Geraden c', c", fe', 6" liefern 
die Schnittpunkte P', P", P"', P^, deren Abstände von a, &, c 
sich offenbar wie r : s :p verhalten. Zieht man noch durch den 
Schnittpunkt von h und c die Geraden a\ a" als Ort der Punkte, 
deren Abstände von & und c sich wie s\p verhalten, so mufs 
jeder der vier Punkte P' bis P'^ noch auf einer der Geraden 
a a" liegen (Üb. 23). Diese vier Punkte P', P", P"\ P^ büden 
also die Ecken eines vollständigen Vierecks, dessen Seiten die 
Greraden a\ a", 6', V\ c\ c" sind. Die Ecken des von den 
gegebenen Geraden bestimmten Dreiseits sind Nebenecken in jenem 
voUständigen Viereck. Man kann also sagen, dafs die Abstände 
jedes Eckpunktes dieses vollständigen Vierecks von den Geraden, 
welche die Nebenecken verbinden, sich wie r \s\p verhalten. 

28) Eine Gerade zu bestimmen, deren Abstände von drei 
Punkten A^ B, C (die nicht auf einer Geraden liegen) sich wie 
riszp verhalten. Andeutung. Bestimme die Punkts C, (7" 
(Fig. 46), welche die Strecke AB innen und aufsen nach dem 
Verhältnis r : s teilen. C und (7" sind Scheitel zweier Strahlen- 
büschel, deren Strahlen die Eigenschaft haben, dafs ihre Abstände 
von A und B sich wie r : s verhalten (Üb. 24). Bestimme auch 
die Punkte B^ und 5", welche die Strecke AC innen und aufsen 
nach dem Verhältnis r :p teilen. £' und J?" sind Scheitel zweier 
Strahlbüschel, deren Strahlen die Eigenschaft haben, dafs ihre 
Abstände von A und C sich wie r : p verhalten. Durch Ver- 
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bindung der vier Punkte C\ 0", B\ B'' erhält man die Geraden 
g' g'\ g"\ ^, deren Abstände von A^ B^ C sich wie r : s :jp 
verhalten. Nach Übung 24 mufs jede dieser Geraden durch einen 
der Punkte A\ Ä' gehen, welche die Strecke Bö innen und 
aufsen nach dem Verhältnis 5:2) teilen. Die vier Geraden g\ 
g'\ g"\ g^^ sind also die Seiten eines vollständigen Vierseits mit 
den Ecken C, C'\ B\ B'\ A\ Ä\ Die gegebenen Punkte A, B, C 
sind die Ecken des durch die Diagonalen des Vierseits gebildeten 
Dreiecks. Die Abstände einer jeden Seite dieses vollständigen 
Vierseits von A^ B^ C verhalten sich wie r : 5 : jp. 

29) Einen Punkt zu bestimmen, dessen Abstände von A^ B, C 
Fig. 46) sich wie r : s :p verhalten. Andeutung. Über Ö', C 
C\ C" sind die schon in Übung 28 bestimmten Punkte) als 

Durchmesser ziehe einen Kreis als Ort der Punkte, deren Ab- 
stände von A und B sich wie r : s verhalten (§ 46 a). Ziehe 
auch über B'B" als Durchmesser einen Kreis, als Ort der 
Punkte, deren Abstände von A und C sich wie r ip verhalten. 
Wenn sich die Kreise schneiden, so hat man zwei Punkte P', P" 
gefunden, deren Abstände von A^ J?, (7 sich wie r:sip ver- 
halten. Nach § 46 a) müssen diese Punkte auch auf dem Kreise 
liegen, der über A' A" als Durchmesser gezogen ist. Die Durch- 
messer der drei Kreise, welche durch die Punkte P', P" gehen, 
sind die auf den Diagonalen des Vierseits gelegenen Abstände 
gegenüberliegender Ecken. 

30) Innerhalb eines Winkels CAB (Fig. 106 auf Seite 61) 
ist Punkt D gegeben; durch ihn soll die Gerade BG so gezogen 
werden, dafs cc) DB : DG = m : n, ß) DB : P (7 == w : w, 
y) AB : AG = w» : w. 

31) Konstruiere ein Dreieck aus l) a :h = m:n, a = l 
und a (y, h, p — g, a — /?, r, <). 2; a : 5 = w : n, ß und 
Ä (p, r). 3) a : 6 : c == 5 : 6 : 7 und a = 8 cm. 4) a : & = 7 : 8, 
& : c = 10 : 11 und a = 9 cm. 

32) In diesen Aufgaben kann das Verhältnis a : h auch 
durch ä' : ä" gegeben sein; denn aus a . ä'= h . ä''«« 2 a> folgt: 
a : & = Ä" : h\ 

33) Wenn ä' : ä" : ä'"= m: n : 0, so sollen die Verhältnisse 

der Seiten bestimmt werden (a:5: c = — : — : — )• 

\ m n 0/ 

34) Konstruiere ein Dreieck aus l)a + 6 = 5, a:&=n»:n 
und Ä (ä + jp). 2) c = l^ p : q = m : n und y (^ a + /*). 
3) a : 6 = I» : w, Ä'+ Ä"== $ imd c, 

35) In 34 ersetze a : h durch Ä' : Ä"= m : n. 

36) Ein Dreieck zu konstruieren aus a : b = m : n^ c und 
h (w, t, p — gt, pi q). 
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37) Ein Dreieck zu konstruieren aus a : 6 = w : w = 2 : 3 
(oder h' : h"= 3 : 2) und t Zwischen welchen Zahlen mufs der 
Wert von t angenommen werden, damit die beiden in Betracht 
kommenden Örter gemeinsame Punkte haben? Antwort: 

, ^ c « + »* j ,^cn — m 
t <Z— ■ und t> -^ i 

38) In Figur 85 auf Seite 48 DC parallel AB so zu ziehen, 
ds.£s 1) AB: l)C = m:n. 2) OD:I)C= DCiAB. 3)0D:D0 
= I)C:OB. 4)BC:AD = 0CiAB. 6)AB:AB = BC:BB. 

39) Konstruiere ein Dreieck aus t\ i" und c {a^ t^ -^ et'). 



Übungen zu Abscbnltt VI (Äluüiclikeit der Fignren). § 8. 

1) Gleichschenklige Dreiecke sind ähnlich, a) wenn der 
Winkel an der Spitze, ß) wenn das Verhältnis von Grundlinie 
und Schenkel in beiden gleich ist. 

2) Rechtwinklige Dreiecke sind ähnlich, wenn sie a) einen 
spitzen Winkel, ß) das Verhältnis der Katheten, y) das Verhältnis 
der Hypotenuse zu einer Kathete entsprechend gleich haben. 

3) Beweise, dafs die folgenden Linien zwei ähnliche Dreiecke 
in Teildreiecke zerlegen, welche wiederum paarweise ähnlich sind: 
a) entsprechende Höhen, ß) entsprechende Mittellinien, y) ent- 
sprechende Winkelhalbierende, d) die Badien der umbeschriebenen 
Kreise, s) die Eadien der einbeschriebenen Kreise (nach den 
Berührungspunkten). 

4) In ähnlichen Dreiecken verhalten sich wie entsprechende 
Seiten: a) entsprechende Transversalen, Badien der einbeschrie- 
benen und umbeschriebenen Kreise, ß) Summen und Differenzen 
aus solchen Strecken. Anleitung zum Beweis von ß: Aus 
a : a = t :f=^ r : r = m folgt a^^ m,a\ t^^m,t\ r = m.r'; 
a + i = r = w (a'+ t'+ r), {a + t + r)i{a'+ t'+ r") 
z= m'^ ai a . i' bedeutet hier die t entsprechende Mittel- 
linie des zweiten Dreiecks. 

5) Konstruiere eines der unendlich vielen Dreiecke, welche 
möglich sind, wenn gegeben ist: l) a : Ä und a (y, « — jS). 
2) Ä :i) und « (y, « — /?). 3) (a + ^) • ^ ^^^ ^^ 4) c : Ä 
und y. 5) a : l) : Ä. 6) ^ : Ä : c. 7) c : Ä': Ä". 

6) Ähnlichkeitsmethode: Wenn bei einer Konstruktions- 
aufgabe (z. B. Dreieck aus «, /3, c + Ä = Z) nach Ausscheidung 
einer Längenangabe (o -|- ^ = Z) die übrigen Bedingungen durch 
eine der gesuchten Figur F ähnliche Figur "F^ erfüllt werden, 
so konstniiere man F\ Findet man, dafs diejenige Länge, welche 
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in der gesuchten Figur gleich l sein soll (c + Ä = Z) in JP' die 
Gröfse V hat (c'+ ä'= T), so hat man nur F ähnlich F" so 
zu zeichnen, dafs zwei entsprechende Seiten sich wie l : V ver- 
halten (a : a «^ li l') und die ausgeschiedene Bedingung wird 
nun auch erfüllt sein. Beweis: c + ^ • ^H" ^'= ^ • ^' (^- '^) 
= 15 : r (nach Konstruktion); da aber c'-\''h'=V (Eigenschaft 
der Hilfsfigur), so folgt c + Ä = ?. 

7) Dreiecke zu konstruieren aus den Bedingungen einer der 
Aufgaben in Übung 5 und einem der folgenden Stücke: 1. t\ 
2. w"\ 3. r, 4. ^, 5. a + c, 6. c + Ä, 7. a + ^', 8. r + 9, 

9. Ä'+r+r'. 

Konstruiere ein Viereck aus: 
8^ a : 6, ß und c, df, e; (e, /*, «; c, a, y; /*, a, e; c, tf, e). 
9) a : & : c, a, /3, d. 

10) a : & : c, e, ^, tf. 

11) Dem Punkte A^ welcher eine Strecke der Figur F nach 
einem gegebenen Verhältnis innen (aufsen) teilt, entspricht in 
der ähnlichen Figur F' ein Punkt A\ welcher die homologe 
Strecke innen (auTsen) nach demselben Verhältnis teilt. Sind F 
und F' perspektivisch gelegen, so geht die Gerade AÄ durch 
den Ähnlichkeitspunkt. Die parallelen Seiten eines Trapezes können 
z. B. als ähnliche Figuren in perspektivischer Lage betrachtet 
werden, so dafs der Schnittpunkt der konvergenten Seiten oder 
der Schnittpunkt der Diagonalen den Ähnlichkeitspunkt vorstellt. 
Die Mittelpunkte der parallelen Seiten entsprechen sich für diese 
beiden Ähnlichkeitspunkte ^ folglich geht ihre Verbindungslinie 
durch diese Ähnlichkeitspunkte. 

12) Dem Schnittpunkte A zweier Diagonalen in dem Vieleck 
F entspricht der Schnittpunkt Ä der homologen Diagonalen in 
dem ähnlichen Vieleck JP'. Liegen F und F" perspektivisch, so 
geht A A' durch den Ähnlichkeitspunkt. 

13) Ähnliche Figuren in perspektivischer Lage sind durch 
d6n Ähiüichkeitspunkt und zwei parallele Geraden als entsprechende 
Strahlen bestimmt. Man soll zu irgend einem weitern Punkte B 
den entsprechenden suchen. 

14) Dafs die entsprechenden Winkel von ähnlichen Figuren 
in perspektivischer Lage immer gleichen Sinnes sind, erkennt 
man sofort, wenn die Figuren einen . äufseren Ähnlichkeitspnnkt 
haben. Haben aber die beiden Figuren einen inneren Ähnlich- 
keitspunkt S^ so gebe man der einen eine halbe Umdrehung um 
diesen Ähnlichkeitspunkt. Diese Drehung hat den Sinn der Winkel 
nicht verändert. Da aber nunmehr 8 ein auf serer Ähnlichkeits- 
punkt ist, so erkennt man, dafs je zwei entsprechende Winkel 
gleichen Sinnes sind. 
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15) Die entsprechenden Dreiecke ähnlicher Figuren sind 
immer gleichen Sinnes , wenn diese Figuren in perspektivischer 
Liige sind (Üb. 14). Wendet man die eine Figur um, so hat man 
ähnliche Figuren in schiefer Lage, bei welchen je zwei entspre- 
chende Dreiecke verschiedenen Sinnes sind. Siehe die Anmerkung 
unter der Seite. 

16) Zwei Figuren (Vielecke) sind ähnlich, wenn zwei Punkte 
(Ä und B) der einen Figur mit den übrigen Punkten (CDE . .) 
derselben Figur Dreiecke bilden, welche den entsprechenden 
Dreiecken der andern Figur ähnlich sind*). Andeutung. Die 
Dreiecke ABC, ABB, ABE (Fig. 47) seien bezüglich den Drei- 
ecken A'B'C\ A'B'B\ A'B'E' ähnlich. Wegen der Gleichheit 
entsprechender Winkel können die Vielstrahlen A und A' zur 
Deckung gebracht werden, und der gemeinsame Scheitel heiTse 8. 
Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke folgt nach § 48 b) SB : SB' 
= SC : SC'= SD : SJD'= SE : 8E\ Die Figuren sind also nach 
der Definition in § 47 a) ähnlich. 

17) In § 48 c ist gezeigt worden, wie zwei ähnliche Figuren 
durch Aufsuchen von Paaren entsprechender Punkte vervollständigt 
werden können, wenn zwei Paare entsprechender Punkte oder 
zwei entsprechende Strecken AB und A'B' der Lage nach ge- 
geben sind. Aus der zweiten Konstruktion in § 48 c geht hervor, 
dafs nur eine Figur A'B\ . besteht, welche der Figur AB . . 
ähnlich ist. Man kommt also immer auf diese eine Figur, sei 
es, dafs man in der ersten Konstruktion die Punkte A, A' ver- 
eint, oder dafs man B und B\ C und C u. s. w. in einen Punkt 
(Ähnlichkeitspunkt) zusammenfallen läfst. 

18) Zwei ähnliche Figuren gleichen Sinnes liegen perspek- 
tivisch, wenn zwei entsprechende Seiten parallel sind. Andeutung. 
(Fig. 48.) Der Schnittpunkt S von AA' und BB' entspricht in 
beiden Figuren sich selbst, weil die Dreiecke ASB und A'SB' 
ähnlich sind. Dem Winkel ASC entspricht in der zweiten Figur 
ein Winkel von demselben Sinne und derselben Gröfse. Da die 
AnfangsBchenkel zusammenfallen, so thun dies auch die End- 
schenkel SC und SC\ das heifst der zu C homologe Punkt C 
liegt auf SC. 

19) Durch einen Punkt C (Fig. 49) eine Gerade nach dem 
unzugänglichen Schnittpunkte der Geraden a und h zu ziehen. 
Andeutung. Zeichne das Dreieck CAB {A und B willkürlich 
auf a und &). Ziehe durch einen Punkt A' von a die Gerade 

*) Entweder müssen je zwei entsprechende Dreiecke gleichen, oder 
je zwei entsprechende Dreiecke entgegengesetzten Sinnes sein. Im 
letzten Falle mnfs man zur Heiätellung der perspektivischen Lage die 
eine Figur umkehren. 
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A'B' II AB, Mache nach § 49 a) das Dreieck A'B'C ähnlich 
ABCy so ist CC die gesuchte Gerade. 

20) Mit einer gegebenen Eichtung c (Fig. 50) parallel eine 
Gerade nach dem unzugänglichen Schnittpunkte der Geraden a 
und h zu ziehen. Andeutung. Ziehe durch einen Punkt S von 
a die Strahlen SD und 8G, Zeichne das Dreieck ADG, welches 
eine Seite auf c (oder mit c parallel) hat. Bestimme den Schnitt- 
punkt D', ziehe D'G' \\ DG und ziehe durch G' den Strahl d 
parallel mit GA, d geht durch den gesuchten Funkt A\ 

21) In einem Vierecke (Fig. 51) sind nur zwei Gegenpunkte 
A und C zugänglich, man soll die zweite Diagonale ziehen. 
Andeutung. Zeichne die Diagonale AG und mit ihrer TTilfe 
das Viereck AB'G'B' ähnlich dem gegebenen. Ziehe die Dia- 
gonale B'B' und bestimme die homologe Gerade der andern 
Figur. Hierzu ziehe O'E' und C'E' (E' beüebig auf AB"), 
ziehe auch CE \\ E'E' und £^0 || E'0\ ist ein Punkt der 
gesuchten Diagonale. 

22) Die Ecken eines Vierecks sind sämtlich unzugänglich. 
Man soll die Diagonalen ziehen. Andeutung. Man nehme auf 
den Seiten a, &, c, d vier Punkte A^ B^ C7, B an imd zeichne 
ein ähnliches Viereck -4, B\ C\ B\ so dafs A der Ähnlichkeits- 
punkt beider Vielecke wird. Zieht man nun durch B\ C\ B' 
Parallele mit &, c, d^ so hat man ein mit dem gegebenen ähn- 
liches Viereck und kann wie in 21 verfahren. 

23) In jedem Dreieck liegt der Schnittpunkt B. (Fig. 52) der 
Höhen, der Schwerpunkt 8 und der Mittelpunkt M des um- 
beschriebenen Kreises in gerader Linie. Der Schwerpunkt teilt 
den Abstand der übrigen Punkte nach dem Verhältnisse 2:1. 
(Lehrsatz von Euler.) Andeutung. Die Endpunkte A^ B der 
Grundlinie mit dem Schnittpunkte B. der Höhen einerseits und die 
Mitten A', B' der übrigen Seiten mit dem Mittelpunkte M des um- 
beschriebenen Kreises andererseits bilden ähnliche Dreiecke in per- 
spektivischer Lage. Ihr Ahnlichkeitspunkt ist der Schwerpunkt S. 

24) Der auf einer Höhe eines Dreiecks gemessene Abschnitt 
von einem Eckpunkte bis zum Schnittpunkte der Höhen (oberer 
Höhenabschnitt) ist doppelt so grofs, als der Abstand der gegenüber- 
liegenden Seite von dem Mittelpunkte des umbeschriebenen Kreises. 

25) Der Mittelpunkt E des Feuerbachschen Kreises (§ 7, 
Üb. 15, Fig. 42) halbiert den Abstand zwischen dem Schnitt- 
punkte B. der Höhen und dem Mittelpunkte M des umgeschrie- 
benen Kreises (üf ist in Fig. 42 nicht gezeichnet). Andeutung. 
Die Mittelpunkte N^ zweier oberen Höhenabschnitte mit dem 
Schnittpunkte B. der Höhen einerseits und die Mittelpunkte AB' 
der diesen Höhen zugehörigen Seiten mit dem Mittelpunkte M des 
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umbeschriebenen Kreises andererseits, bilden ähnliche Dreiecke 
in perspektivischer Lage. Ihr Ähnlichkeitspunkt ist der Mittel- 
punkt F des Feuerbach'schen Kreises. 

26) Wenn zwei Kreise sich von innen oder von aufsen be- 
rühren, so ist ihr Berührungspunkt bezüglich Sufserer oder 
innerer Ähnlichkeitspunkt der beiden Kreise. Andeutung. Der 
Äiinlichkeitspunkt teilt den Centralabstand nach dem Verhältnis 
der Radien. 

27) Wenn der Ähnlichkeitspunkt zweier Kreise auf einem 
dieser Kreise liegt, so berühren sich die Kreise in diesem Punkte. 
Andeutung. Der Centralabstand CG' wird im Ähnlichkeits- 
punkte 8 nach dem Verhältnis der Kadien r und r geteilt. Wenn 
8C gleich r ist, so mufs SC gleich r sein, d. h. S mufs auf 
dem Kreise mit dem Mittelpunkte C' liegen. 

28) Die Ähnlichkeitspunkte teilen den Centralabstand har- 
monisch. 

29) Für zwei Kreise als ähnliche Figuren gelten folgende 
Beziehungen: 

a) Die Mittelpunkte entsprechen sich für beide Ähnlichkeits- 
punkte ; 

f) die Centrale entspricht sich selbst (Ähnlichkeitsstrahl) 
für beide Ähnlichkeitspunkte; 

y) parallele Radien, ihre Endpunkte und die Tangenten in 
denselben (siehe § 50 c) entsprechen sich entweder für den äufsern 
oder für den innern Ähnlichkeitspunkt; 

S) parallele Tangenten entsprechen sich für den äufsern oder 
für den innern Ähnlichkeitspunkt (ihre Radien sind auch parallel. 
Siehe y); 

f) wenn ein Ähnlichkeitsstrahl den einen Ejreis schneidet, 
so schneidet er auch den andern. Auf einem solchen Ähnlichkeits- 
strahle liegen zwei Paare entsprechender Punkte; 

£) wenn ein Ähnlichkeitsstrahl einen Ejreis berührt, so berührt 
er auch den andern. Die Berührungspunkte entsprechen sich. 
Andeutung, f) und £) folgen aus § 50 c), wenn man bedenkt, 
daXs der Ähnlichkeitsstrahl sich selbst entspricht. 

30) Es ist ein Kreis k gegeben. Man soll einen Kreis Ic' 
zeichnen, so dafs die beiden Kreise einen gegebenen Punkt 8 
zum Ähnlichkeitspunkte haben und auDserdem 

tt) zwei gegebene Punkte A und A' eines Ähnlichkeitsstrahles 
sich in den ähnlichen Systemen beider Kreise entsprechen; 

ß) zwei gegebene parallele Geraden sich in den ähnlichen 
Systemen beider Kreise entsprechen (auf a zurückzuführen); 

y) der Radius des Ejreises h' eine gegebene Länge habe 
(zwei Lösungen); 
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ö) der Mittelpunkt von k' auf einer gegebenen Geraden liege. 

31) Man soll einen Kreis Je' zeichnen, welcher einen ge- 
gebenen Kreis k berührt, so dafs 

a) zwei gegebene Punkte Ä^ AI in den ähnlichen Systemen 
beider Kreise sich entsprechen; 

]S) zwei gegebene Gerade in dem System des einen Kreises 
zweien bezüglich parallelen Geraden im System des andern 
Kreises entsprechen. (Je zwei Auflösungen.) 

Andeutung, u) Ninmi einen Schnittpunkt 8 von AA^ mit 
k als Ähnlichkeitspunkt an (Üb. 26 u. 27). Schneide CS (C 
Mittelpunkt von k) mit der durch A' zu. AC gezogenen Paral- 
lelen, ß) wird auf a) zurückgeführt. 

32) Es ist ein Kreis k (Fig. 53) und eine Gerade a gegeben. 
Man soll einen Ejreis U zeichnen, welcher a in einem bestimmten 
Punkte A' und aufserdem k berührt. Analysis. Der Tangente 
a an k' muTs eine zu a parallele Tangente (Berührungspunkt Ä) 
des Kreises k entsprechen. AA' ist ein Ähnlichkeitsstrahl. Der 
gesuchte Berührungspunkt S mufs Ähnlichkeitspunkt sein (Üb. 26) 
und daher auf AA' und k zugleich liegen. Die Konstruktion 
spreche man selbst aus. Man erhält zwei Lösungen, weil zwei 
zu a parallele Tangenten an k gelegt werden können. Be- 
weis. S als Ähnlichkeitspunkt und AA' als entsprechende 
Punkte bestimmen zwei ähnliche Systeme in perspektivischer 
Lage, in welchen sich auch a und a' entsprechen. Dem Kreise k, 
welcher a in A berührt, entspricht ein Bereis k\ welcher a in A' 
berührt (§ 50 a u. c). Weil der Ähnlichkeitspunkt 8 auf k liegt, 
berühren sich die Kreise in S. 

33) Ein Kreis k (Fig. 54) und zwei konvergente Gerade 
a\ V sind gegeben. Einen Kreis k' zu konstruieren, welcher k^ a^ h' 
berührt. Analysis. Die Tangenten a und V an k' müssen 
zwei bezüglich zu ihnen parallelen Tangenten a und h des Kreises 
k entsprechen. Der Schnittpunkt 1/ von d und &' entspricht dem 
Schnittpunkte D von a und &. Der gesuchte Berührungspunkt 
S mufs Ähnlichkeitspunkt sein, also auf k und DD' zugleich 
liegen. Die Konstruktion spreche man selbst aus. Hat man 
die Tangenten a und & gewählt, so erhält man noch zwei Lö- 
sungen, weil DD' den Kreis k in zwei Punkten trifft. Aus den 
zu a oder V parallelen Tangenten an k kann man aber a und 
h auf vier verschiedene Arten wählen. Also acht Lösungen, 
von denen einzelne wegfallen können, wenn k von den Linien 
DD' nicht getroffen wird. Beweis. 8 als Ähnlichkeitspunkt 
und D^D' als entsprechende Punkte bestimmen zwei ähnliche 
Systeme, in welchen a und a'^h und V sich entsprechen. Dem 
Kreise k^ welcher a und h berührt, entspricht ein Kreis, welcher 
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d und }> berührt (§ 50 a und c). Die Kreise h und li berühren 
sich in dem auf "k Hegenden Ähnlichkeitspnnkte (Üb. 27). 

34) Ein Kreis A; und zwei Gerade d und \> seien gegeben. 
Man soll einen Kreis li zeichnen, welcher seinen Mittelpunkt auf 
d hat und }> berührt. Andeutung. Der Geraden 6', welche 
li berührt, entspricht eine mit V parallele Tangente & des 
Kreises A;. Dem Durchmesser a von li entspricht ein dazu 
paralleler Durchmesser a von A;. Dem Schnittpunkte Tf von d 
und V entspricht der Schnittpunkt Z> von a und &. DD' schnei- 
det den Kreis Iz in dem gesuchten Berührungspunkte u. s. w. 
(Vier Lösungen.) 

35) Zwei Schnittkreise, welche gleiche Badien haben, be- 
stimmen zu beiden Seiten der Centralen zwei Spitzbogen. Man 
soll in einem solchen Spitzbogen einen Kreis beschreiben, welcher 
die Grundlinie und die Seiten des Spitzbogens berührt. An- 
deutung. Der Mittelpunkt der Grundlinie ist Berührungspunkt. 
Benütze Übung 32. 

36) Einen Kreis zu zeichnen, welcher die Eadien und den 
Bogen eines Kreisausschnittes berührt. Andeutung. Der Be- 
rührungspunkt mit dem gegebenen Kreise liegt in der Mitte des 
Bogens. Die Berührungspunkte mit\ den beiden Badien findet 
man durch Tangenten, welche mit den Badien parallel an den 
gegebenen Kreis gezogen sind. 

37) In einen Spitzbogen zwei Kreise einzuzeichnen, von 
welchen jeder die Grundlinie, die Höhe und die eine Seite be- 
rührt (Übung 33). 

38) In einen Kreis vier Kreise zu zeichnen, welche den ge- 
gebenen E[reis und zwei auf einander senkrechte Durchmesser 
berühren (Übung 36). 



Übungen zu Abschnitt VI. (Zweite Folge.) § 9. 

1) In jedem Dreieck ist das Produkt aus zwei Seiten gleich 
dem Produkte aus der Höhe zur dritten Seite und dem Durch- 
messer des umbeschriebenen Kreises: a ,h ==^ d ,}i'' (Fig. 55). 
Andeutung. Die Dreiecke ACD und EBC sind ähnlich. 

2) Das Quadrat über einer Winkelhalbierenden (Strecke vom 
Scheitel bis zum Schnitt mit der Gegenseite) ist gleich dem 
Produkte aus den einschliefsenden Seiten, vermindert um das 
Produkt ans den beiden Abschnitten der Gegenseite: vf'^^^a,}) 
— u .V (Fig. 56). Andeutung. Die Dreiecke ADC und EBG 
sind ähnlich und man hat: 6:w'"=(w;'"+ ;8f):a; w'"^ -(-«<;'". £f=fe.a. 
Da nun (§ 52 a) w"\fi = w. v, so ergiebt sich w'^ = b,a — u.v. 
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3) Eine Winkelhalbierende {w"') durch die drei Seiten aus- 
zudrücken. Andeutung. Aus u:V'>=a'h und w -j- ^ = ^ 

ergiebt sich w . t; = ' ' und durch Einsetzen (Übung 2) 
iv''^ = h . a — / .1 fo\2 ' Durch Umformung kann man noch auf 
^"* "^ S- h\^ (a + ^ + ^) (öt + ^ — ö) kommen. 

4) Im rechtwinkligen Dreieck w"' = / , • 

5) Den Eadius des umbeschriebenen Kreises durch die drei 
Seiten des Dreiecks auszudrücken. Andeutung. Nach Übung 1 ist 

a ,b = d ,h''^ und a .b » c = d . c . 7i'\ d. h. * = d , to] 

a . 6 . c a .b . c a ,b . c a . b . c 

^~ 2d "^ 4r '*"" 4q) ~ 4.1/s.(s — a) (s— 5) (s— c)' 

6) Die Abschnitte, in welche die Grundlinie eines Dreiecks 
durch die Höhe geteilt wird, bilden die äufseren Glieder einer 
Proportion, deren innere Glieder durch die zugehörige Höhe tmd 
denjenigen Abschnitt derselben, welcher von der Grundlinie bis 
zum Schnittpunkte der drei Höhen reicht, gebildet werden. An- 
deutung. (Fig. 42.) Die Dreiecke ÄC'H und CC'B sind 
ähnlich (siehe § 2, Übung 66). 

7) In jedem Ejreisvierecke ist das Produkt der Diagonalen 
gleich der Summe der Produkte der beiden Paare der gegen- 
überliegenden Seiten (Ptolemäischer Lehrsatz). Andeutung. 
(Fig. 57.) Mache den Winkel ABF=CBB. Aus der Gleich- 
heit der in der Figur gleichbezeichneten Winkel ergiebt sich die 
Ähnlichkeit der Dreiecke AFB und BCB^ sowie die Ähnlich- 
keit von GFB und DÄB^ und daraus die Proportionen: AFiÄB 
= BC: DB und GF : CB = BÄ: DB, Aus ihnen ergiebt sich : 

ÄF=^^^ und CF=^—' Durch Addition folgt: 
9 9 ® 

AF + CF = f =^^^^ + ^— oder /".^^ac + fee?. 

8) Von einem gegebenen Dreieck A durch eine Parallele 
mit einer Seite ein Dreieck A' von gegebenem Umring u ab- 
zuschneiden. Andeutung zur Konstruktion. Trage in der 
Richtung AB den Umring des Dreiecks ABC nach AD und 
den gegebenen Umring nach AE, Ziehe durch E die Parallele 
zu DC bis zum Schnitt mit AG. 

9) Übung 8 durch Rechnung zu lösen a) wenn a = 15, 
6 = 20, c = 25, u = 30. 

10) Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie 4 : 9. 
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Die Grundlinie des einen ist 2 cm gröfser als die des andern. 
Wie grofs sind beide Grundlinien? 

11) Wenn man über den Seiten a, 6, c (c die Hypotenuse) 
eines rechtwinkligen Dreiecks ähnliche Dreiecke zeichnet, deren 
Flächen a, ß, y heifsen sollen, so ist y* = «^ + /^^- Andeutung. 
a=^.a^ ß=p.b^, y=p.(? (§ 49 d). a •\- ß^p {c? + 1^) 
= _p . c* = y (vergl. § 38 a). 

12) Ein Dreieck zu zeichnen, welches so grofs ist wie et) 
die Summe, /?) die Differenz zweier ähnlichen Dreiecke. 

13) Von dem Dreieck ABC (Fig. 58), dessen Fläche d 
heifsen und dessen Seite AC gleich 6,25 sein soll, durch eine 
Parallele EF zur Grundlinie ein Dreieck mit der Fläche d' ab- 
zuschneiden, wenn a) d' = ^ ^, jS) d' = y d, y) ^ = 40, d'™ 22,4. 

14) Ein Dreieck durch eine Parallele mit der Grundlinie 
zn halbieren. 

15) In einem rechtwinkligen Dreieck betragen die Abschnitte 
der Hypotenuse 5 cm und 7 cm. Man soll die Höhe und die 
Katheten berechnen. 

16) Wie grofs ist die Hypotenuse, wenn die zugehörige 
Höhe 8 m und ein durch sie gebildeter Abschnitt 4 m ist? 

17) Zwei Strecken zu konstruieren, wenn gegeben ist: a) die 
Summe c und die mittlere Proportionale j?, j3) die Differenz d und 
die mittlere Proportionale p, Andeutung, ß) Zeichne einen 
Kreis mit d als Durchmesser. Benütze den geometrischen Ort 
der Punkte, von welchen aus Tangenten von der Länge p an 
den Kreis gezogen werden können, benütze auch § 52 b. 

18) Die Quadrate der Sehnen s\ s'\ 8"\ welche von dem 
einen Endpunkte eines Durchmessers d ausgehen, verhalten sich 
wie ihre Projektionen a?', x\ x" . . auf den letzteren. 

19) Das Verhältnis der Flächen zweier Quadrate soll durch 
das Verhältnis zweier Strecken dargestellt werden. 

20) Zu konstruieren: «) — § == — , j3) aj* = y a^. 

21) Das Produkt der beiden Abschnitte, in welche eine 
Höhe eines Dreiecks durch die übrigen geteilt wird, ist für alle 
Höhen gleich grofs. 

22) Wenn in einem Viereck das Produkt der beiden Ab- 
schnitte, in welche eine Diagonale durch die andere geteilt wird, 
ftlr beide Diagonalen gleich ist, so liegen die Ecken des Vierecks 
auf einem Kreise. Andeutung. Lege einen Kreis durch A^ B^ C 
(Fig. 103 auf Seite 60). Zeige, dafs der Schnitt des Kreises 
mit der durch C gehenden Diagonale der Punkt D sein mufs. 

23) Die Punkte, welche dem Schnittpunkte der drei Höhen 
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in bezag anf die Seiten eines Dreiecks symmetrisch entsprechen, 
liegen auf dem umbeschriebenen Kreise (Übung 6). 

24) Das Dreieck ABC (Fig. 59) in ein anderes zu verwan- 
deln, dessen Grundlinie mit der gegebenen Bichtung a parallel ist. 
Andeutung. Ziehe ÄD || a; mache CE gleich der mittleren 
Proportionalen zwischen CJD imd C7J?, ziehe durch E eine Par- 
allele mit a bis zum Schnitt mit dem Träger von CA in F, 
CEF ist das verlangte Dreieck. Beweis. Aus CB : CE = 
CE : CD und CA:CF=CD: CE (§ 41 b) folgt durch Multi- 
plikation CA.CB:CE.CF= {CE . CD) : (CD . CE!) oder CA. 
CB = CE.CF. Die Produkte der den Winkel y einschUefsen- 
den Seiten sind für beide Dreiecke gleich (vergl. § 37 b, 2). 

25) Ein Dreieck A in ein anderes zu verwandeln, das mit 
einem gegebenen Dreieck A' ähnlich ist. Andeutung. Ver- 
wandle das Dreieck A in «in Dreieck A^', welches mit dem Dreieck 
A^ einen Winkel entsprechend gleich hat. Lege die Dreiecke 
so, dafs diese Winkel sich decken und verwandle A'^ so, dafs 
die Grundlinie mit der Grundlinie von A' parallel ist (Übung 24). 

26) Ein Dreieck A zu konstruieren, welches dem Dreieck A' 
ähnlich ist und eine gegebene Fläche hat. Die Fläche soll durch 
ein Dreieck oder ein Parallelogramm (Bechteck, Quadrat) ge- 
geben sein. Andeutung. Die Lösung geschieht durch Üb. 25. 

27) Ein Dreieck ABC durch eine Parallele mit der Grund- 
linie AB so zu teilen, dafs sich das abgeschnittene Stück zum 
Ganzen wie m : n verhält. Andeutung. Teile CB in n gleiche 
Teile und ziehe von dem w*®" Teilpunkte D (von C aus ge- 
rechnet) nach A. Verwandle ADC in ein Dreiepk, welches die 
Grundlinie mit AB parallel hat. 

28) a) Alle Punkte auf der gemeinsamen Sehne zweier 
Kreise k und Je (Fig. 60) haben fttr beide Bereise gleiche Po- 
tenz. (Diese Potenz ist für beide Kreise MB . MB\) 

ß) Die von einem Punkte M an beide Kreise gezogenen 
Tangenten (JfD, ME) sind gleich, wenn M auf BB^ liegt. 

y) Die durch einen Punkt N gezogenen kleinsten Sehnen 
beider Kreise sind gleich^ wenn N auf BB^ liegt. 

d) Die in ß) betrachteten Punkte M auf BB^ sind Mittel- 
punkte von £[reisen, welche Je und Je rechtwinklig schneiden. 

29) Einen Kreis zu ziehen, welcher durch B und B' (Fig. 60) 
geht und die Gerade a berührt. Analysis. Wenn Je durch B 
und B' geht und die Gerade a ia F berührt, so ist AF die 
mittlere Proportionale von AB und AB\ Die Konstruktion 
spreche man selbst aus. Man kommt zu zwei Kreisen, weil man 
die mittlere Proportionale von A beiderseits nach AF und AG 
abtragen kann. Beweis. Wenn der durch J9, J5' und JP gelegte 
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Kreis die Gerade a in einem weitem Punkte X träfe, so hätte 



im 



man AB . AB' = AF . AX^ was mit AB . AB' = AF 
Widerspruche steht. 

30) Einen Kreis zu zeichnen, welcher die konvergenten Ge- 
raden h und h' berührt und durch einen gegebenen Punkt B 
geht. Andeutung. Der Kreis geht auch durch den Punkt B\ 
welcher dem Punkte B für die Halbierungslinie a eines von h 
und &' gebildeten Winkels symmetrisch entspricht. Wende 
Übung 29 an. 

31) An eine Strecke eine andere anzutragen, so dafs die 
ganze Strecke stetig geteilt ist. Andeutung. (Fig. 105 auf 
Seite 61.) Trage AD von A aus auf die Verlängerung von 
BA, Die Verlängerte ist dann gleich AG, und AB ist die 
mittlere Proportionale zwischen der Verlängerten {= AG) und 
der Verlängerung (== -4.2)), nach § 52 b. 



Übungen zu Absclinitt Vn (Ereisberechnung). § 10. 

1) Man soll durch den Eadius r ausdrücken: die Seite des 
einbeschriebenen regelmäfsigen a) Sechsecks, ß) Vierecks, y) Drei- 
ecks. Lösungen: r, r . 1/2, r . yS. 

2) Die kleinen Radien q der Vielecke in 1) zu bestimmen. 

Lösungen: y r . ]/3 , y r . ^2 , y r. 

3) Die Flächen der Vielecke in 1) zu bestinmien. Lösungen: 

4) Durch den Eadius r auszudrücken: die Seite des um- 
beschriebenen regelmäfsigen a) Sechsecks, ß) Vierecks ^ y) Drei- 
ecks. Lösungen: -r- r . ]/3, 2r, 2r . |/3. 

ö 

5) Die Seite des einbeschriebenen regelmäfsigen Zehnecks 
durch r auszudrücken. Andeutung. Aus r : ^= : r — 
(§ 52 d) findet sich 0^ -^ r . ^^ r^ und durch Auflösung nach 

«:«=-J (T/5-1). 

6) Den kleinen Radius q des Zehnecks in 5) zu berechnen. 
Lösung: -j- • "KlO + 2 l/ö . 

7) Aus der Seite des Zehnecks in 5) die Seite des ein- 
beschriebenen regelmäfsigen Fünfecks nach § 53 b zu berechnen. 

Lösung: -^ ^ • 1^10 — 2 ]/ö. 
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8) Den kleinen Radius des Fünfecks in 7) zu berechnen. 
Lösung: ^ (V^+ l) oder -^1^6 + 2 Yb, 

9) Aus der Seite des regelmäfsigen Sechsecks soll die Seit« 
des regelmäfsigen 12-, 24-, 48- ... Ecks abgeleitet werden. 



Lösungen: Sj^ = Vr2 — }/3, S24 = r 1^2 — 1^2 + l/S, 

10) Von den Ecken eines Quadrats (Seite a) sind gleich- 
schenklige Dreiecke abzuschneiden, so dafs ein regelmäfsiges 
Achteck übrig bleibt. Sein Inhalt ist 

2 a^ (V^2 — 1) = 0,82842 a*. 

11) Den Lihalt des dem regelmäfsigen Dreieck einbeschrie- 
benen Quadrats zu bestimmen. — Eine Seite des Quadrats soll 

auf einer Seite des Dreiecks liegen. Antwort: 3a^ (? — 4 Yd)» 

12) Den Inhalt des einem Quadrate einbeschriebenen regel- 
mäfsigen Dreiecks zu bestimmen. — Ein Eck des Dreiecks soll 

in ein Eck des Quadrats fallen. Antwort: a*(2}/3 — s). 

13) Wenn der Radius eines Kreises 2,74 m ist, wie grofs 
ist die Peripherie auf 0,01 m genau? 

14) Die Länge des Erdradius ist 6370 km. Man soll den 
Umring des Äquators bis auf 10 km genau finden. 

15) Man soll bis auf 0,01 m genau den Durchmesser eines 
Kreises finden, dessen Umfang 542,86 m ist. 

16) Man soll bis auf 0,01 m genau den Durchmesser eines 
Kreises finden, wenn ein Bogen von 52^ eine Länge von 
26,04 m hat. 

17) Man soll die Anzahl der Grade, Minuten und Sekunden 
des Bogens finden, welcher dem Durchmesser gleich ist. 

18) Die Fläche eines zwischen zwei koncentrischen Kreisen 
mit den Radien B und r gelegenen Ringes zu berechnen. Lö- 
sung: OD «= 7C (JB* — r*). 

19) In demselben Ringe die Fläche des durch zwei Radien 
gebildeten Ausschnitts zu bestimmen^ wenn die Radien den Winkel 

a einschliefsen. Lösung: w = tt (E^ — r*) • ö^q • 

20) Die Fläche eines Ringes ist gleich der Fläche eines 
Kreises, dessen Durchmesser derjenigen Sehne des äufseren Kreises 
gleich ist, welche der innere Kreis berührt. 
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21) Ein kreisförmiger Platz von 75 m Durchmesser wird 
mit Steinen von 25 cm Länge und 2 cm Breite gepflastert, von 
denen jeder 40 Pfennige kostet. Wie viel kostet das Pflaster? 

22) Die Länge eines Bogens von 60^ ist 140 m. Wie 
grofs ist die Fläche des zugehörigen Sektors? 

23) Den Badius eines Kreises zu berechnen, wenn der zu 
einem Bogen von 36^ gehörige Sektor eine Fläche von 400 
Quadratmeter hat. 

24) Die Fläche eines Segments zu berechnen, dessen Sehne 
100;24 m und dessen Bogen 60^ beträgt. 



m^^ 
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I. Abschnitt. 

Harmonisohe Strahlen. Das vollständige Viereck 

und Vierseit. 
Dnrclimesser. § l* 

a) Jede Strecke, welche in die Figur eines Winkels 
oder eines Vielecks eingelegt ist (wie die Sehne in den Kreis), 
wird eine Sehne der Figur genannt. Jede Gerade einer Figur, 
welche alle Sehnen von einerlei Richtung halbirt, heisst ein 
Durchmesser der Figur. 

b) 1) Das Dreieck hat drei Durchmesser, nämlich die 
Mittellinien. Jede dieser Linien halbirt diejenigen Sehnen, 
welche mit der zugehörigen Dreiecksseite parallel sind. 

2) Das Parallelogramm hat zweierlei Durchmesser. Jede 
Diagonale halbirt die Sehnen, welche mit der andern parallel 
sind. Jede Mittellinie (Verbindungslinie der Mittelpunkte 
von zwei Gegenseiten) halbirt die Sehnen, welche mit der 
andern parallel sind. 

3) Die Figur zweier convergenten Geraden hat imendlich 
viele Durchmesser, die alle durch den Schnittpunkt gehen. 
Zu jeder Sehnenrichtung gehört ein Durchmesser. 

Beweise, l) Aus G. I § 43 a folgt für Figur 1: DA: DB 
= GE : GF. Wemi also D die Mitte von AB ist, so ist auch 
a die Mitte von EF. 





2) Die Diagonale (Fig. 2) DB halbirt die andere Diagonale 
AC m M, Jede zu AC parallele Sehne des Parallelogramms 

1* 
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ist aber auch Sehne in einem der Dreiecke ACD oder ACB 
und mit der Grundlinie AC parallel; folglich wird sie nach 1) 
durch DB halbirt. 

Die Mittellinie EF ist die Halbirungslinie des Streifens der 
von AB und BC gebildet ist (Uebungen zu G. I, § 1 üeb. 19). 
Jede in den Streifen eingelegte Strecke JK (also auch die zu 
der Seite AB oder der Mittellinie GH parallelen Sehnen des 
Parallelogramms) wird von FE in ihrem Mittelpunkte N ge- 
troffen. 

3) Wenn AB (Fig. 1) eine Sehne von beliebiger Richtung 
ist, welche in dem Winkel ACB liegt, so ist nach 1) CD der 
zugehörige Durchmesser. 

Anmerkung. Ein Durchmesser, welcher auf den von ihm 
halbirten Sehnen senkrecht steht, ist eine Symmetrieaxe der Figur. 

§ 2« Conjügirte Dnrclunesser. 

a) Zwei Durchmesser heissen conjugirt, wenn jeder die 
zum andern parallelen Seimen halbirt. 

1) Das Parallelogramm hat zweierlei conjügirte Durch- 
messer, die Diagonalen und die Mittellinien. 

2) Die Figur zweier convergenten Geraden a und 6 hat 
unendlich viele Paare conjugirter Durchmesser. Je zwei der- 
selben sind durch die Geraden a und h getrennt. 

Beweis 1) folgt direct aus § Ib, 2. Um 2) zu beweisen, 
ziehe man eine beliebige Sehne AB m der Figur 3 der Schnitt- 
linien a und 6. Macht man MÄ = MA und 
MB' = MB, so ist die Figur ABA'B' ein 
Parallelogramm (G. I § 29b, 3). Die Ge- 
raden MD und MC, welche M mit den Mittel- 
punkten D und C der Sehnen AB und JB J.' 
verbinden, sind Durchmesser der Figur. Sie 
sind aber conjugirt, weil sie die Mittellinien 
in dem Parallelogramm AB AB' sind. 

Anmerkung. Man beachte, dass die 
gegebenen Geraden a und h die Diagonalen 
in diesem Parallelogramm sind. 

b) a, i, c, d seien 4 Geraden, welche 
durch einen Punkt M gehen. Wenn c und 
d conjügirte Durchmesser der von a und 6 
gebildeten Figur sind, so sind auch a und 

b conjügirte Durchmesser der von c und d gebildeten Figur. 

Die 4 Geraden heissen alsdann 4 harmonische Strahlen. 



Fig. 3. 
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Die Strahlen a und b sind einander zugeordnet^ ebenso die 
Strahlen c und d. 

Zum Beweise der in b) enthaltenen Behauptung benutze 
man die Figur 3. Die Punkte D, (7, D\ C sind die Ecken 
eines Parallelogranmis, dessen Diagonalen d und c sind. £s ist 
auch leicht zu zeigen, dass die Linien a und' 6 die Mittellinien 
dieses Parallelogramms sind. Die Seite D C des Parallelogramms 
wird z. B. von MB oder b halbirt, weil DC und MB Diagonalen 
in dem kleinen Parallelogramm DB CM sind. Nun folgt aber 
aus dem Beweise des Satzes a, 2) in diesem Paragraphen, dass 
a und b coiyugirte Durchmesser der von c und d gebildeten 
Figur sind. 

Harmonische Strahlen. 

a) 4 harmonische Strahlen cc) Die Strahlen^ welche von 

(§ 2 b) werden von jeder Geraden einem Punkte nach 4 harmo- 

in 4 harmonischen Punkten ge- nischen Punkten gezogen sind^ 

schnitten. sind 4 harmonische Strahlen. 

Beweise, a) a, b^ c, d in Fig. 4 seien 4 harmonische 
Strahlen, welche durch eine Gerade in -4, JB, C, D geschnitten wer- 
den. Wenn man durch den Punkt 
C eine Parallele zu dem Strahle 
d zieht, so hat man nach G. I 
§41c 

1) r:s = ÄC:ÄD 

2) r:s = BC:BI). 

Da aber c und d conjugirte Durch- 
messer für die von a und b ge- 
bildete Figur sind, so wird die zu 
d parallele Sehne in C halbirt und 
man hat r = r'. Die linken Seiten 
in 1) und 2) sind gleich und daraus 
folgt AC:ÄD = BC:BD, 

d. h, der Abstand CD wird in Ä und B harmonisch getheilt, 
was zu beweisen war. (Vergl. G. I, § 42 y.) 

a) Äf B^ C^ D in Fig. 4 seien 4 harmonische Punkte, durch 
welche die Strahlen a, &, c, d nach M gezogen sind. Wenn 
wieder FH || JtfD, so gelten die Proportionen 1) und 2) wie 
bei dem Beweise von a). Da aber nun nach Voraussetzung 

AC:AD = BC:BD, 

so sind die rechten Seiten in 1) und 2) und folglich auch die 




§B. 
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linken Seiten einander gleich, woraus r ^=^ r' folgt. Wenn aber 
die zu d parallele Sehne FH durch c halbirt wird (in (7), so 
sind c und d conjugirte Durchmesser der durch a und h ge- 
bildeten Figur. 

I 4* Das vollständige Viereck nnd Yierseit '*'). 

Fig. 6. 





a) Auf zwei Gegenseiten {AD 
und BC in Fig. 5) eines voll- 
ständigen Vierecks entstehen 
durch das Nebeneck (0), in 
welchem sie sich schneiden, 
und durch ihre Schnittpunkte 
mit der Verbindungslinie (MN) 
der übrigen Nebenecken 4 har- 
monische Punkte. 



^) In zwei Gegenpunkten 
{F und D in Fig. 6) eines 
vollständigen Vierseits ent- 
stehen durch die Diagonale 
{FD), auf welcher sie liegen, 
und durch ihre Verbindungs- 
linien mit dem Schnittpnnkte 
(jW) der übrigen Diagonalen 
je 4 harmonische Strahlen. 



Beweise, a) Man denke sich auf jeder der Geraden AD 
und BC den zu zugeordneten 4ten harmonischen Punkt be- 
stimmt. Diese Punkte P und Q müssen alsdann beide in den- 
jenigen Strahl des Punktes N failen, welcher mit NO zusammen 
die Winkel der Geraden AC und BD harmonisch theilt (§ 3 a), 
d. h. N muss auf der Geraden PQ liegen. Ebenso wird be- 
wiesen, dass auch M auf der Geraden PQ gelegen ist, woraus 
folgt, dass P imd Q die Schnittpunkte von NM mit den Gegen- 
seiten AB und BC sind. 

a) Man denke sich in jedem der Punkte F und D den zu 
FB zugeordneten 4ten harmonischen Strahl bestimmt. Diese 
beiden Strahlen müssen die Gerade AC m dem zu N zu- 
geordneten harmonischen Punkte treffen (§ 3 a), d. h. sie müssen 



*) Die Definitionen dieser Figaren siehe in G. I § 15. 
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sich auf der Geraden AC schneiden. Ebenso wird bewiesen, 
dass sich diese Strahlen auch auf der Geraden EB treffen, 
woraus folgt, dass sie die Verbindungslinie der Gegenpunkte F 
und D mit dem Schnittpunkte M sind. 



ß) In einem YoUstandigen 
Vierseit wird jede Diagonale 
durch die übrigen Diagonalen 
harmonisch getheilt. 



b) In einem vollständigen 
Viereck entstehen in jedem 
Nebeneck durch seine Verbin- 
dungslinien mit den übrigen 
Nebenecken 4 harmonische 
Strahlen. 

Beweise, b) (Fig. 5.) NA, NM, NB, NO sind 4 har- 
monische Strahlen, weil A, F, D, nach a) 4 harmonische 
Punkte sind (§ 3 a). Ebenso wird die Behauptung für die andern 
Nebenecken bewiesen. 

ß) (Fig. 6.) A,M,C, N sind 4 harmonische Punkte, weil 
DA, BM, DC, BN nach a) 4 harmonische Strahlen sind (§ 3 a). 
£benso wird die Behauptung ftir die andern Diagonalen bewiesen. 
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Potenzlinien. Der Büschel von iSreisen. 

Die Potenzlinie zweier Kreise. 

a) Der geometrische Ort aller Punkte, welche für zwei 
Kreise gleiche Potenz haben, ist eine Gerade, welche auf der 
Centralen der l^eiden Kreise senkrecht steht. 

Beweis. Wenn die Eadien der Kreise a und h (Fig. 7) 



r und r 

^2 



heissen, so sind 



2 



M£ — r* und MB" — r^ 

die Werthe der Potenz von M 
für die Kreise a und 6. Der 
geometrische Ort für die Pimkte, 
welche der Bedingung 



■2 



:2 



MA —r'=MB —r 
oder 



'2 



;2 



MA —MB =f^^ 



/2 




genügen, ist nach den Uebungen zu G. I § 6 üeb. 64 eine Gerade, 
Vielehe auf AB senkrecht steht. 



§5. 
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b) Zusätze. 1) Wenn zwei Kreise sich schneiden 
(berühren), so ist die Potenzlinie ihre gemeinsame Sehne 
(Tangente). TreflFen sich die Kreise nicht, so kann auch die 
Potenzlinie keinen der Kreise treffen. 

2) Diejenigen Punkte der Potenzlinie beider Kreise, 
welche von diesen Kreisen ausgeschlossen sind, haben die 
Eigenschaft, dass von ihnen gleichlange Tangenten an beide 
Kreise gezogen werden können. Diejenigen Punkte, welche 
von beiden Kreisen eingeschlossen sind, haben die Eigen- 
schaft, dass die durch sie gezogenen kleinsten Sehnen (siehe 
die üebungen zu G. I § 6 üeb. 50) einander gleich sind.« 

§ 6. Der Potenzpnnkt dreier Kreise. 

a) Drei Kreise lassen drei Potenzlinien entstehen. Jeder 
Punkt, der zweien derselben gemeinsam ist, hat für alle drei 
Kreise gleiche Potenz und liegt daher auch auf der dritten 
Potenzlinie. Demnach sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1) Die 3 Potenzlinien haben nur einen Punkt gemeinsam 
(Potenzpunkt dreier Kreise). 

2) Die 3 Potenzlinien haben mehr wie einen Punkt ge- 
meinsam; sie fallen in eine Gerade g zusammen, welche die 
gemeinsame Potenzlinie der 3 Kreise heisst. 

Beweis, py p\ jp'" seien die Werthe der Potenz eines 
Punktes M in Bezug auf die drei Kreise a, &, .c. Wenn M auf 
der Potenzlinie von a und h hegt, so ist p =p''^ wenn M 
auf der Potenzlinie von a und c liegt, so ist p = p'\ Alsdann 
ist p = p" = p"\ d. h. M hat für die 3 Kreise gleiche Potenz. 
Da aber y= p'\ so muss der Punkt M auch auf der Potenz- 
linie von & und c liegen. Wenn noch ein zweiter Punkt N vor- 
handen ist, der für die drei Kreise gleiche Potenz hat, so muss 
auch dieser auf aUen drei Potenzlinien zugleich liegen, d. h. die 
Potenzlinien fallen zusammen. 

b) Unter einem Büschel von Kreisen versteht man die 
Gesammtheit aller Kreise, welche eine Gerade g zur gemein- 
samen Potenzlinie haben (siehe a). 

Ein Büschel von Kreisen ist durch einen der Kreise a 
und die gemeinsame Potenzlinie g bestimmt Durch jeden 
Punkt P der Ebene geht ein Kreis des Büschels. 

Man soll denselben construiren. 

Auflösung. Wenn der Kreis, a von der Potenzlinie in Q 
und JB (Fig. 7) geschnitten wird, so ist der durch P gehende 
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Kreis des Büschels dadurch bestimmt, dass er auch durch Q und 
B gehen muss. Wird aber a von der Potenzlinie g nicht ge- 
troffen (Fig. 8), so ziehe man durch einen Punkt M der Potenz- 
linie l die Gerade MP und eine Secante QQf des Kreises a. 



Fig. 8. 




Der gesuchte Kreis h muss die Gerade MP noch in einem zweiten 
Punkte P' treffen. Da aber Mfüra und h gleiche Potenz hat, so 
gut die Gleichung*) (MQ) . (MQf) = (MP) . (MP"), durch welche die 
Lage des Punktes P' auf der Geraden MP bestimmt ist. Ausser- 
dem bedenke man, dass der Mittelpunkt von h auf der Senk- 
rechten liegt, welche von Ä auf l gefällt werden kann. 

Anmerkung. Um den Punkt P' zu bestimmen, kann man 
den durch Q^ Qf, P bestimmten Kreis ziehen. Er schneidet MP 
in dem gesuchten Punkte P', denn nach G. I § 52 a u. Anm. ist 

(MQ) . (MQf) = (MP) . (MP^. 

Die involutorisclLe Reihe. 

a) 1) Durch die Ejreise eines Büschels sind die Punkte 
jeder Geraden g einander paarweise zugeordnet. Durch einen 
beliebigen Punkt Ä auf g geht nämlich ein Kreis a des 
Büschels, welcher die Gerade g in einem zweiten Punkte Ä 
triflfl**). Auf dieselbe Weise kommt man vom Punkte Ä 
ausgehend wieder zum Punkte Ä' zurück. 

2) Diese Punktepaare Ä\ Ä'\ S, JB" (Fig. 9), in welchen 
der Träger g von den Kreisen a, h, c geschnitten wird, ge- 
nügen der Gleichung 

I) {MÄ) . {MÄ') = {MB) . {MB') = {MC) . {MC) . . ., 

(wo M den Schnittpunkt des Trägers g mit der Potenzlinie 

*) Siehe auch G. I, § 41, Anmerkung. 
**) A' und Ä' können auch zusammenfallen. Siehe die Uebungen 
zu G. I, § 9, Ueb. 29. 



§ 7. 



ff 



ff 
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l bezeichnet) und bilden eine sogenannte ^^involutorische 
Punktreih«"*). 

3) Der Punkt M heisst Mittelpunkt der Reihe und d§r 
gemeinsame Werth der in Gleichung I) enthaltenen Producte 
wird als die Potenz der involutorischen Reihe bezeichnet. 

Der Beweis der Gleichung I ergibt sich aus dem Umstand, 
dass M für alle Kreise des Büschels gleiche Potenz hat. Der 
gemeinsame Werth dieser Potenz ist mit Berücksichtigung der 
Vorzeichen aller Strecken durch die Producte der Gleichung I 
dargestellt. 

b) Eine involutorische Reihe des Trägers g ist bestimmt 

1) durch den Mittelpunkt und ein Paar zugeordneter 
Punkte; 

2) durch zwei Paare zugeordneter Punkte. 

Beweis, l) M (Fig. 9) sei der Mittelpunkt der Reihe 
und Ä\ Ä' zwei zugeordnete Punkte. Wenn JB' ein anderer, 

j,. g beliebig auf g angenommener 

Punkt ist, so wird die Lage 
des zugeordneten Punktes 5" 
durch die Gleichung 

bestimmt, in welcher (M^') die 
einzige Unbekannte ist. Durch 
Construction von Kreisen ist B>' 
auf folgende Weise zu fbiden: 
Ziehe durch Ä und Ä' den 
Kreis a beliebig. Schneide mit einer durch M gezogenen Ge- 
raden den Kreis a m B und Q und ziehe durch B, §, B^ den 
Kreis &. Derselbe schneidet g in dem zu J5' zugeordneten Punkte 
B" (vergl. Satz a). 

2) Ä^ Ä'] B^y B" in Fig. 9 seien die beiden Paare zu- 
geordneter Punkte und B sei ein beliebiger Punkt ausserhalb g. 
Ziehe den Kreis a durch -4', Ä\ B und den Kreis h durch 
^, -B", B, Die gemeinsame Secante BQ von a und & trifft g in 
dem Mittelpunkt M der Reihe. Eine involutorische Reihe mit 
den Punktepaaren -ä', Ä'\ ^, B>' und einem von itf verschiedenen 
Mittelpunkte iVkann nicht existiren, denn es müsste die Gleichung 

il^Ä) . (NA'') = (NB") . (NB"') 




*) Der Name involutorisch bezieht sich auf das doppelte Ent- 
sprechen, durch welches man vom Punkte Ä' auf Ä" und von A" 
wieder auf A' geföhrt wird. 
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bestehen y welche aussagt, dass N für die Kreise a und b gleiche 
Potenz haben muss. Dies ist unmöglich, da der Träger g von 
der Potenzlinie der Kreise a und h nur in einem Punkte ge- 
troffen werden kann. 

Fortsetzung. § 8. 

a) Wenn die Potenz einer Fig. lo. 
involutorischen Reihe positiv 
ist, so existiren zwei sich 
selbst zugeordnete Punkte der 
Reihe (Doppelpunkte). Die 
übrigen Punktepaare theilen 
den Abstand der Doppel- 
punkte harmonisch. 

Beweis. M (Fig. 10) sei der Mittelpunkt der Reihe und 
Ä\ Ä' seien zwei zugeordnete Punkte, welche auf derselben 
Seite von M liegen müssen, da {MÄ^ . {MÄ'^ positiv ist. Man 
construire über MÄ' als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck 
MÄ'S^ in welchem Ä der Fusspunkt der Höhe ist. Mit MS 
als Radius ziehe man um M einen Kreis, welcher die Gerade 
Ä'8 in S berühren und den Träger g in zwei Punkten X und 
Y schneiden muss. Jede der Strecken M8^ MX, MY ist die 
mittlere Proportionale zwischen MÄ und MÄ' (G. I, § 51 a). 
Aus der Gleichung {MXf=^{MYf = {MÄ) . {MÄ^ die auch 
{MX) . {MX) =^ (MY) . (MY) ^ (MÄ') . (MÄ') geschrieben 
werden kann, sieht man^ dass Punkt Z, sowie Punkt Y in beiden 
Reihen sich selbst entspricht. Dass aber die Strecke XF in 
Ä' und Ä'' harmonisch getheüt wird, folgt aus G. I, § 46 c, da 
die Strecke SÄ' auf der zu Ä" gehörigen Berührungssehne ST ge- 
legen ist und XFden durch J." gezogenen Kreisdurchmesser darstellt. 

b) Alle Punktepaare^ welche eine Strecke XF harmonisch 
theilen ; bilden eine involutorische Punktreihe, deren Doppel- 
punkte X und Y sind. Der Mittelpunkt der Reihe halbirt 
den Abstand XY. 

Beweis. Zeichne über XY (Fig. 10) als Durchmesser 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt M ist Die zu JL" gehörige Be- 
rührungssehne ST geht nach G. I, § 46 c durch den zugeordneten 
vierten harmonischen Punkt Ä'. Aus dem rechtwinkligen Dreieck 
M8A" folgt nun nach G. I, § öl a (MS)^== (MX)^=^ (MYf 
= (MA') (MÄ')^ woraus sich ergibt, dass X und Y Doppel- 
punkte einer involutorischen Punktreihe mit dem Mittelpunkte M 
und der (positiven) Potenz (MSy = (MX)^ = (MY)^ sein müssen, 
in welcher Reihe A' und A'^ zugeordnete Punkte sind. 
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c) Wenn die Potenz einer involutorischen Reihe negativ 
ist, so sind je zwei zugeordnete Punkte durch den Mittel- 
punkt der Reihe getrennt. Die Reihe enthält keine Doppel- 
punkte. Es gibt 2 entsprechende Punkte, die von dem Mittel- 
punkt der Reihe gleichweit abstehen. 

Wenn die Potenz (MÄ') . (MÄ''), die wir mit x bezeichnen 
wollen, negativ ist, so ergibt sich für den Abstand eines etwaigen 
Doppelpunktes von M aus der Gleichung (MXy = x der imaginäre 

Werth MX=^yx, Man erlaubt sich auch zu sagen: Die 
Doppelpunkte einer solchen involutorischen Reihe seien imaginär 

und + Y^ söi der Werth ihres (imaginären) Abstandes von M. 

Anmerkung. Wenn man in einer involutorischen Reihe 
mit Doppelpunkten einen Punkt jedes Paares mit dem für M 
symmetrisch gelegenen Punkte (G. I, § 4) vertauscht, so erhält 
man eine involutorische Reihe mit negativer Potenz (ohne Doppel- 
punkte). Die früheren Doppelpunkte sind jetzt einander zu- 
geordnet. 

§ 9. Involutorische Strahlenbüschel. 

a) Erklärung, unter einem involutorischen Strahlen- 
büschel versteht man die Gesammtheit aller Strahlenpaare, 
welche die Punktepaare einer involutorischen Punktreihe 
mit einem Punkte verbinden, der nicht auf dem Träger 
der Reihe liegt. Zwei Strahlen, welche zugeordnete Punkte 
der involutorischen Reihe enthalten, heissen ebenfalls zu- 
geordnet. 

b) Ein involutorischer Strahlenbüschel enthält zwei sich 
selbst zugeordnete Strahlen (Doppelstrahlen) oder keine solche, 
je nachdem er aus einer involutorischen Punktereihe mit oder 
ohne Doppelpunkte entstanden ist. Im ersten Falle theilen 
je zwei zugeordnete Strahlen die Winkel der Doppelstrahlen 
harmonisch. 

Der Beweis von b) folgt aus der Definition a) und aus 
§ 8 a, § 3 of. 

Anmerkung. Wie der involutorischen Reihe reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte zugeschrieben werden, so schreibt man 
dem involutorischen Strahlenbüschel reelle oder imaginäre Doppel- 
strahlen zu. 
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Pol und Polare in Besug auf den Kreis. 

Fol und Polare. 
a) Wenn man einen belie- 



I 10. 



bigen Punkt P (Fig. 11 od. 13) 
mit dem Mittelpunkte eines 
Kreises verbindet und auf dem 



80 bestimmten Durchmesser fallt und auf dem so bestimm - 



ix) Wenn man aus dem 
Mittelpunkte eines Kreises auf 
eine beliebige Gerade p (Fig. 
11 oder 13) eine Senkrechte 



Fig. 11. 



Fig. 12. 



Fig. 18. 





denjenigen Punkt M sucht, 
welcher mit P zusammen den 
Durchmesser harmonisch theilt, 
80 heisst die in M errichtete 
Senkrechte p die Polare von P. 
Aus d) folgt, dass zugleich 
P der Pol von p ist. 

b) 1. Die Polare eines ausser- 
halb des Kreises gelegenen 
Punktes ist durch seine Berüh- 
rungssehne dargestellt. (Fig. 11.) 

2. Die Polare eines Kreispunk- 
tes fällt mit seiner Tangente 
zusammen. (Fig. 12.) 

3. Die Polare eines innerhalb 
des Kreises gelegenen Punktes 
triflFt den Kreis nicht. (Fig. 13.) 



ten Durchmesser denjenigen 
Punkt P sucht, welcher mit 
dem Fusspunkte M den Durch- 
messer harmonisch theilt, so 
heisst P der Pol von p. 

Aus a) folgt, dass zugleich 
p die Polare von P ist. 

fi) 1. Der Pol einer Sehne 
ist der Schnittpunkt der Tan- 
genten in ihren beiden End- 
punkten. (Fig. 11.) 

2. Der Pol einer Tangente fällt 
mit ihrem Berührungspunkte 
zusammen. (Fig. 12.) 

3. Der Pol einer Geraden, 
welche den Kreis nicht trifft, 
ist innerhalb des Kreises ge- 



legen. (Fig. 13.) 

Beweise zu b). 1) Die Behauptung folgt aus der Defini- 
tion a), wenn man bedenkt, dass der Punkt P (Fig. 11) und die 
zugehörige Berührungssehno ST den durch P gezogenen Kreis- 
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durchmesser harmonisch theilen (G. I, § 46 c) und dass diese 
Berührungssehne auf dem Durchmesser AB senkrecht steht. 

2) Wenn P in einen Punkt B des Kreises fällt (Fig. 12), so 
fällt auch der vierte harmonische Punkt M mit B zusammen. 
Die Polare des Punktes B ist also nach der Definition a) die 
in B auf AB errichtete Senkrechte oder die Tangente in B, 

3) Wenn P innerhalb des Kreises liegt (Fig. 13), so fällt der 
vierte harmonische Punkt M des durch P gezogenen Durchmessers 
ausserhalb des Kreises und dasselbe findet für die Polare j? statt. 

Die Sätze unter ß) sind mit den Sätzen a) identisch. 

c) Die Punkte einer Geraden (welche den Kreis nicht 
berührt) und die Schnittpunkte der zugehörigen Polaren mit 
derselben Geraden bilden die Punktepaare einer involutorischen 
Punktreihe (§ 7). 

Wenn die gegebene Gerade den Kreis in zwei Punkten 
trifft;, so sind dieselben Doppelpunkte der involutorischen 
Reihe. Wenn die gegebene Gerade den Kreis nicht trifft, 
so enthält die involutorische Reihe keine Doppelpunkte. 

Fig. 14. 




Beweis. (Fig. 14.) P sei ein Punkt auf der Geraden g 
und N sei der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Polaren p 
von P. OQ sei senkrecht auf g gefällt. Da der Winkel NMP 
recht ist, so liegen die Punkte NMP auf einem Kreise, dessen 
Durchmesser NP ist. {OM) . {OP) ' und {QN) . {QP) sind die 
Wei-the der Potenz von und Q in Bezug auf diesen Kreis. 
Da die Potenz eines Punktes gleich 6? — r* ist, wo d die Ent- 
fernung des Punktes vom Centrum und r den Radius des Kreises 
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bedeutet, so findet sich für die Differenz der Potenzen beider 
Punkte und ö der Ausdruck {OE)^ — {QB)^, da das Quadrat 
des Badius sich weghebt. Aus dem rechtwinkligen Dreieck HOQ 
ergibt sich aber (Ofl)* — (QHy = (OQ)^. Man hat also die 
Gleichung 

1) (OQ)* = (OM) . (OP) - iQN) . (QP). 

Weil femer AB durch M und P harmonisch getheilt und die 
Mtte von AB ist, so hat man nach dem Beweis von § 8 b 

2) (OBf = (OJtf) . (OP). 

Wenn man 1) von 2) abzieht und dabei (OBf — (OQy=r^— cP=x 
setzt (d bedeutet hier den Abstand der Geraden g vom Centrum 
0, und r den Badius des Kreises um 0), so erhält man: 

x=^iQir).{QP). 

Die Punktepaare JV^, P bilden also eine inyolutorische Eeihe 
mit dem Mittelpunkte Q und der Potenz x. Die Potenz x ist 
positiv, wenn d kleiner als r ist, wenn also der Kreis von der 
Geraden g in zwei Punkten C und D geschnitten wird. Auch 
ist a; = {QCy = {QDy, woraus man sieht, dass C und D die 
Doppelpunkte der involutorischen Beihe sind (§ 8 a). 

Anmerkung 1. yx = ]/r^ — cP bestimmt die Lage der 
Punkte, in welchen der Kreis von- der Geraden g getroffen wird. 

+ Y^ ist nämlich der Abstand eines dieser Punkte von dem 

Punkte Q. Wenn c? > r, so wird yx imaginär. Man sagt in 
diesem Falle auch, die Gerade g treffe den Kreis in zwei 
imaginären Punkten, deren imaginäre Abstände von Q gleich 

+ Yx seien. Nach dem bei § 8 c Bemerkten schreibt man 
aber in diesem Falle auch der involutorischen Beihe auf g 
imaginäre Doppelpunkte zu, deren Abstände von Q ebenfalls 

durch die imaginären Werthe + Y^ dargestellt sind. Man ver- 
steht hiemach die folgende Ausdrucksweise des Satzes: Die 
involutorische Beihe der Punktepaare P, N hat als reelle oder 
imaginäre Doppelpunkte die reellen oder imaginären Schnitt- 
punkte des Kreises mit dem Träger g. 

Anmerkung 2. Wenn die gegebene Gerade den Kreis 
berührt, so zerfällt die involutorische Beihe, indem alsdann die 
Polare eines jeden auf dieser Tangente gelegenen Punktes durch 
den Berührungspunkt geht. 

Gonjugirte Punkte. § ii. 



a) Wenn der Punkt Q auf 
der Polaren von P liegt, so liegt 
auch P auf der Polaren von Q, 



cc) Wenn die Gerade q durch 
den Pol von p geht, so geht 
auch p durch den Pol von q. 
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Fig. 16. 



Beweis a). Es sind zwei Fälle zu unterscheiden, l) Wenn 
die Gerade PQ (Fig. 15) den Kreis nicht berührt, so erzeugen 

die Punkte dieser Geraden und 
die zugehörigen Polaren eine 
involutorische Reihe auf der- 
selben, in welcher die Punkte 
P und Q einander zugeordnet 
sind. Würde nun die Polare 
von Q nicht durch P, sondern 
durch einen andern Punkt M 
der Geraden PQ gehen, so 
wären Q und M auch zuge- 
ordnete Punkte, das heisst, der 
Punkt Q würde sowohl mit P 
als auch mit M ein Paar zu- 
geordneter Punkte derselben 
involutorischen Reihe bilden, was unmöglich ist. 

2) Wenn PQ Tangente ist, so bedenke man, dass die 
Polare von P zugleich die Berührungssehne dieses Punktes ist; 
der Punkt Q, welcher, einer durch P gehenden Tangente und der 
Polaren (Berührungssehne) zugleich angehört, muss der Be- 
rührungspunkt dieser Tangente sein. Dann fällt aber die Polare 
von Q mit dieser Tangente zusammen und geht deshalb durch 
P, was zu beweisen war. 

Der Satz a) ist nur eine andere Ausspruchsweise des Satzes a). 




/?) Erklärung. Zwei Ge- 
raden heissen conjugirt, wenn 
dieeine'und folglich jede durch 
den Pol der andern geht. 

y) Die Polaren aller Punkte 
einer Geraden p gehen durch 
den Pol P dieser Geraden. 



b) Erklärung. Zwei Punkte 
heissen conjugirt, wenn der 
eine und folglich jeder in der 
Polaren des andern liegt. 

c) Die Pole aller Geraden 
eines Punktes P liegen auf 
Polaren p dieses Punktes. 

Beweis c). Diese Pole sind dem Punkte P conjugirt und 
müssen also auf seiner Polaren liegen, y) Diese Polaren sind 
der Geraden p conjugirt und müssen also durch ihren Pol gehen. 

d) Zwei conjugirte Punkte und der Pol ihrer Verbindungs- 
linie oder zwei conjugirte Gerade und die Polare ihres Schnitt- 
punktes bilden ein sogenanntes Polardreieck, das heisst ein 
Dreieck, in welchem jede Seite die Polare des gegenüber- 
liegenden Ecks und jedes Eck der Pol der gegenüberliegenden 
Seite ist (b und ß). 



Pol nnd Polare in Bezug anf den Kreis. 
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Fortsetzung. 

a) Die conjugirten Punkte 
einer Geraden bilden eine in- 
Yolutorisclie Punktreihe. 

Die Doppelpunkte dieser 
Reihe sind durch die Schnitt- 
punkte der Geraden mit dem 
Kreise dargestellt. 



§ 12. 



cd) Die conjugirten Strahlen 
eines Punktes bilden einen in- 
volutorischen Strahlenbüschel. 

Die Doppelstrahlen dieses 
Büschels sind durch die von dem 
Punkte an den Kreis gelegten 
Tangenten dargestellt. 



Beweise, a) Dem Punkte Q der Geraden p (Fig. 15) ist 
der Schnittpunkt B von p mit der Polaren q des Punktes Q 
eonjugirt. Die Paare conjugirter Punkte auf der Geraden p 
bilden also nach § 10 c eine involutorische Beihe. 

a) q sei eine durch P gezogene Gerade, welche die Polare 
p von P in B trifft. Der Pol Q von q muss auf p liegen 
(§ 11 a); die Verbindungslinie QP oder r ist der zu q con- 
jugirte Strahl des Punktes P. Die Punktepaare QB bilden nun 
nach a) eine involutorische Punktreihe, folglich bilden auch die 
Strahlenpaare r, q einen involutorischen Strahlenbüschel (§ 9 a). 



b) Zusatz. Jede Secante 
wird durch zwei conjugirte 
Punkte derselben harmonisch 
getheüt. 



/?) Zusatz. Die Winkel 
zweier Tangenten werden durch 
zwei conjugirte Strahlen ihres 
Schnittpunktes harmonisch ge- 
theilt. 

Anmerkung. Die Tangenten, welche von einem Punkte P 
(Fig. 11) an den Kreis gezogen werden können, sind die Geraden, 
welche Pmit den Schnittpunkten S und T der Polaren j? und des 
Exeises verbinden. Sind die Schnittpunkte imaginär (siehe . Anmerk. 
zu § 10), so werden auch keine Tangenten vorhanden sein. 
Man gebraucht aber hier die Ausdrucksweise, dass „imaginäre 
Tangenten" vorbanden seien, welche den Punkt P mit jenen 
imaginären Schnittpunkten verbinden. Mit Rücksicht auf das in 
den Anmerkungen zu § 9 und § 10 Bemerkte kann man sagen: 



Die reellen oder imaginären 
Punkte, welche eine Gerade mit 
einem Ereise gemein hat, sind 
die reellen oder imaginären 
Doppelpunkte derjenigen involu- 
torischen Eeihe, welche durch 
die coi\jugirten Punkte jener Ge- 
raden gebildet ist. 

Müller, Geometrie. Anhang zu I. 2. 



Die reellen oder imaginären 
Tangenten eines Kreises, welche 
durch einen gegebenen Punkt 
gehen, sind die reellen oder 
imaginären Doppelstrahlen des- 
jenigen involutorischen Strahlen- 
büschels, welcher durch die con- 
jugirten Strahlen jenes Punktes 
gebildet wird. 

Auflage. 2 
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c) Wenn ein vollständiges 
Viereck einem Kreise einbe- 
sclirieben ist, so ist die Polare 
jedes Nebenecks durch die Ver- 
bindungslinie der übrigen dar- 
gestellt. (Die Nebenecken bil- 
den ein Polardreieck.) 




f) Wenn ein vollständiges 
Vierseit einem Kreise umbe- 
schrieben ist, so ist der Pol 
jeder Diagonale durch den 
Schnittpunkt der übrigen dar- 
gestellt. (Die Diagonalen bil- 
den ein Polardreieck.) 



Fig. 17. 




Beweise, c) Die in dem Nebeneck E (Fig. 16) sich schnei- 
denden Secanten AD und BC werden durch die Verbindungs- 
linie GF der übrigen Nebenecken in H und J harmonisch ge- 
theilt (§ 4 a). Die Punkte H und J sind also beide dem Punkte 
E conjugirt imd HJ oder GF ist die Polare von E. 

y) a^ h, Cy d (Fig. 17) sind die Seiten des Vierseits. Die 
von d imd 6, von a und c gebildeten Tangentenwinkel, deren 
Scheitel die Gegenecken M und N sind, werden durch die Dia- 
gonale MN und die Strahlen MO und NO {MO imd NO ver- 
binden die auf der Diagonalen e gelegenen Gegenecken mit dem 
Schnittpunkte der übrigen Diagonalen) harmonisch getheilt 
(§ 4 a). Die Strahlen MO und NO sind also beide zu MN 
conjugirt (§ 12 |S) und schneiden sich im Pole von JfiV"(§ 11 ß). 



d) Aufgabe. Wenn ein 
Kreis gezeichnet vorliegt, so 
soll zu einem beliebigen Punkte 
die zugehörige Polare ohne 
Hülfe des Zirkels gefunden 
werden. 



ö) Aufgabe. Wenn ein 
Kreis gezeichnet vorliegt, so 
soll zu einer beliebigen Ge- 
raden der zugehörige Pol ohne 
Hülfe des Zirkels gefunden 
werden. 
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Auflösungen., d) Ziehe durch E (Fig. 16) die Secanten 
ÄD und BC. Die Schnittpunkte mit dem Kreise bestinmien das 
vollständige Viereck AB CD, Die Polare des Nebenecks E ist 
die Verbindungslinie GF der übrigen Nebenecken (Satz c). 

ö) Ziehe durch zwei beliebige Punkte M und N (Fig. 17) 
auf der Geraden e die Tangenten a, 6, c, d, welche ein voll- 
ständiges Vierseit bestimmen. Der Pol der Diagonale e ist der 
Schnittpunkt der übrigen Diagonalen (Satz y). 



rV. Abschnitt. 



Die ähnlichen Systeme zweier Eireise. 

Inverse Punkte. § 13. 

a) Definition. S (Fig. 18) sei ein Aehnlichkeitspunkt 
der Kreise Je und Je, Zu jedem Punkte Ä des einen Kreises 

Fig. 18. 




gehört auf dem Aehnlicbkeitsstrahl SÄ ein entsprechender 
Punkt A' des andern Kreises. Der zweite Punkt JB', in 
welchem der Kreis Je von dem Aehnlichkeitsstrahl SA ge- 
troffen wird, heisst ,,invers" zu A, Auf jedem Aehnlichkeits- 
strahle liegen zwei Paare inverser Punkte. 

b) 1. Zwei Paare von Punkten, welche für einen Aehn- 
lichkeitspunkt invers sind, liegen immer auf einem Kreise. 

2. Zwei inverse Punkte und die Tangenten in denselben 
sind immer Punkte und Tangenten eines Kreises. 
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Beweis. In Figur 18 ist A invers zu B' und D invers 
zu G\ Um zu zeigen, dass AB'C'D ein Sehnenviereck ist, hat 
man zu beweisen, dass die Gegenwinkel supplementär sind: 

Die Winkel ABC und ÄB'G' sind einander gleich, weil 
beide dem Winkel ÄB'Q' gleich sind (bezüglich als entsprechende 
Winkel und als Peripheriewinkel über demselben Bogen). Daraus 
folgt aber, dass der Nebenwinkel C'BA von ABC und der 
Winkel ÄB'C' supplementär sind. Ebenso zeigt man, dass die 
Winkel BAB^ und B'C B supplementär sind. 

2) Die Punkte -4, 5', B' , C liegen nach 1) auf einem 
Kreise c. Denkt man sich den Strahl SC um 8 gedreht, so 
ändern C und B' die Lage und auch der Kreis c ändert sich. 
Wenn bei dieser Drehung SC mit SA zusammenfällt, so föllt 
C mit A und 2)' mit B' zusammen und die Sehnen AC und 
B'B' werden zu den Tangenten der Kreise in A und B\ Der 
Kreis c, welcher AC und B'B' zu Sehnen hatte, verwandelt sich 
in einen Kreis, der durch A und B^ geht und jene Tangenten 
in A und B^ berührt. 

c) Zusatz. Zwei inverse Sehnen (Tangenten) schneiden 
sich auf der Potenzlinie der beiden Kreise. 

Beweis. Die inversen Sehnen AB und B'C (Fig. 18) 
sind die gemeinschaftlichen Sehnen des durch AB'C'B gelegten 
Kreises einerseits und der Kreise "k und li andererseits. Die- 
selben müssen sich also in dem Potenzpunkt der drei Kreise 
treffen, welcher auf der Potenzlinie von Ä und li gelegen ist. 

d) Wenn ein Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise gegeben 
ist, so soll man seine Polaren in beiden Kreisen, sowie die 
Potenzlinie dieser Kreise mit dem Lineal allein construiren. 

Fig. 19. 




Auflösung. Der äussere Aehnlichkeitspunkt S (Fig. 19) 
sei gegeben. Die Centrale SC und ein zweiter Aehnlichkeits- 



Die ähnlichen Systeme zweier Kreise. 
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strahl bestimmen auf einem Kreise, z. B. auf Ä;, die Ecken ABBC 
eines vollständigen Vierecks und dadurch die Polare PQ (siehe 
§ 12 c). Durch die Schnittpunkte der beiden Aehnlichkeits- 
strahlen mit den Elreisen erhält man aber auch inverse Sehnen 
(7J?, D'A! und BB^ ÄC\ welche zu den Punkten ^ und M 
der Potenzlinie führen. 

e) Wenn die Potenzlinie zweier Kreise gegeben ist, so 
soll man die Aehnlichkeitspunkte und ihre Polaren mit dem 

Lineal allein construiren. 

Auflösung. Die Verbindungslinien l^C und l^lf des 
Pxmktes ^ (Pig. 19) niit zwei Punkten G und D der Centralen, 
welche für den Sussem Aehnlichkeitspunkt 8 invers sind , stellen 
inverse Sehnen für den Aehnlichkeitspunkt S vor und liefern 
auf den Kreisen zwei weitere inverse Punkte B und Ä, Die 
Gerade BÄ trifft die Centrale in dem gesuchten Punkte Ä Die 
Polare von 8 für einen der Kreise wird nun construirt, wie bei 
d) angegeben wurde. 

Fig. 20. 




--j ^ c" 



AehnliGlikeitsaxen dreier Kreise. § ^^* 

a) Drei Kreise geben 6 Aehnlichkeitspunkten den Ur- 
sprung. Die drei äussern Aehnlichkeitspunkte liegen auf 
einer Geraden. Desgleichen liegt je ein äusserer Aehnlich- 
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keitspunkt mit den beiden innem, welche ihm nicht zu- 
gehören, auf einer Geraden. 

Beweis. Ä^ B, (Fig. 20) seien die Mittelpunkte dreier 
Kreise mit den Badien a, &, c. Die Aehnlichkeitspunkte C und 
C'' theilen den Abstand AB innen und aussen nach dem Yer- 
hältniss a : b. Die Aehnlichkeitspunkte Ä' und A" theilen BG 
innen und aussen nach dem Yerhältniss h : c und die Punkte 
B'B'' theilen CA imien und aussen nach dem Yerhältniss c : a. 
Wir denken uns nun die Gerade CÄ^ gezogen und mit g be- 
zeichnet. Die Abstände dieser Geraden von A^ B^ C sollen 
d\ d'\ ä!" heissen. Weil ^ durch C" geht, so hat man ä' \d," 
= a\}>\ weü g durch Ä' geht, so hat man ö!' : d"' = 6 : c 
(beides nach den Uebungen zu G. I, § 7 Ueb. 24*) Daraus 
folgt d' : d'' : d'" =. a\}) \c. Aus d' : (?'" = a\c folgt aber, 
dass g durch einen der Punkte B\ B" gehen muss, welche AG 
innen und aussen nach dem Yerhältniss a : c theilen. Nun lehrt 
aber die Anschauung, dass eine Transversale entweder zwei 
Dreiecksseiten und die Yerlängerung der 3*®^ triflFfc, oder dass 
sie allen Dreiecksseiten nur in der Yerlängerung begegnet. 
Folglich muss die Gerade g durch den Punkt B" gehen. Ebenso 
werden die übrigen Fälle bewiesen. 

Fig. 21. 




b) Wenn zwei Kreise von einem dritten gleichartig 
(ungleichartig) berührt werden, so ist die Berührungssehne 
ein äusserer (innerer) Aehnlichkeitsstrahl der beiden Kreise 
und die Berührungspunkte sind inverse Punkte. 



*) Diejenigen Geraden, deren Abstände von zwei festen Punkten 
A und B sich wie a : & verhalten, bilden zwei Strahlenbüschel, deren 
Scheitel die Punkte sind, welche AB innen und aussen nach dem 
Yerhältniss a : h theilen. 
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Beweis. Wenn die beiden Kreise a und b (Fig. 21) durch 
c von aussen berührt werden, so sind M und JV" innere Aehn- 
lichkeitspunkte und die Gerade MN geht nach Satz a) durch 
den äusseren Aehnlichkeitspunkt 8 von a und &. Wenn a und 
b durch den Ejreis d einschliessend berührt werden, so sind die 
Berührungspunkte und P äussere Aehnlichkeitspunkte und 
ihre Verbindungslinie muss nach Satz a) durch den äussern 
Aehnlichkeitspunkt S von a und b gehen. Ebenso wird der 
Satz für die ungleichartige Berührung bewiesen. Die Berührungs- 
punkte (z. B. M und JV) können nicht entsprechende Punkte des 
Aehnlichkeitsstrahles SM sein, denn die Badien AM und BN 
sind nicht parallel, sondern schneiden sich im Mittelpunkte C 
des berührenden Kreises c. Die Berührungspunkte sind also 
invers (§13 a). 

c) Wenn die Kreise a und b durch jeden der Kreise c 
und d gleichartig (ungleichartig) berührt werden, so ist die 
Potenzlinie von c und d ein äusserer (innerer) Aehnlichkeits- 
strahl der Kreise a und b. 

Beweis. Wenn a und b von c gleichartig berührt werden 
(Pig. 22), so geht die Berührungssehne MN durch den äussern 

Fig. 22. 
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Aehnlichkeitspunkt 8 von a und b (Satz b). Ebenso geht PO 
durch Sj wenn die Kreise a und b von d gleichartig berührt 
werden. Nun folgt aber auch aus Satz b, dass MN und PO 
inverse Sehnen der Kreise c und d sind*), welche sich nach 

*) Wenn wie in Fig. 22 die Berührung durch c sowohl wie durch 
d eine äussere ist, so sind M und nach Satz b inverse Punkte der 
Kreise c und d für den äussern Aehnlichkeitspunkt von c und d, denn 
alsdann werden c und d von dem Kreise a gleichartig berührt. Ebenso 
sind in diesem Falle N und P aus demselben Grunde inverse Punkte 
von c und d fär den äussern Aehnlichkeitspunkt von c und d. Ist aber 
wie in Fig. 21 die Berührung von a und b durch c eine äussere und 
durch d eine innere , so sind M und sowie N und P für den innem 
Aehnlichkeitspunkt von c und d invers. 
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§ 13 c auf der Potenzlinie von c und d schneiden müssen. Wenn 
aber S ein Punkt der Potenzlinie von c und d ist, so ist diese 
Potenzlinie ein äusserer Aehnlichkeitsstrahl von a und h. 

d) Die Kreise a und h mögen von c gleichartig (un- 
gleichartig) berührt werden. Wenn man nun den Kreis c 
und den Kreis a [oder 6] als ähnliche Figuren auf einander 
bezieht, so entsprechen sich in diesen Figuren c und a 
[oder 6] die Potenzlinie von a und 6 und die dem äussern 
(innern) Aehnlichkeitspunkte S zugehörige Polare von S in 
dem Kreise a [dem Kreise 6]. 

Beweis. Wir beziehen c und a (Fig. 22) als ähnliche 
Figuren auf einander, so dass wir den Berührungspunkt M als 
Aehnlichkeitspunkt ansehen. NM ist dann eine sich selbst ent- 
sprechende Gerade. Dann entsprechen sich auch die Pole von 
MN für beide Kreise c und a (Anhang § 10 ft 1, G. I, § 50 c 
und § 48 Zusatz zu j5). Der Pol von MN für den Kreis c liegt 
aber auf der Potenzlinie von a und 5*) und der Pol von MN 
für den Kreis a liegt auf der Polaren von Ä-(§ 11 c). Jene 
Potenzlinie und diese Polare entsprechen sich also als parallele 
Gerade, welche durch entsprechende Punkte gehen. 

Da es nur einen Kreis gibt, der mit a den Punkt M zum 
Aehnlichkeitspunkt hat, wenn zugleich in beiden Ejreisen zwei 
gegebene parallele Geraden sich entsprechen sollen, so kann der 
Satz d) auch imigekehrt werden: 

e) Wenn der Kreis c einen von den Kreisen a und 6, 
z. B. den Kreis a berührt und in den ähnlichen Systemen 
der beiden Kreise c und a jene besprochenen Geraden, näm- 
lich die Potenzlinie von a und 6 und die Polare des äussern 
(innern) Aehnlichkeitspunktes S für den Kreis a sich ent- 
sprechen, so berührt c die beiden Kreise a und 6 gleichartig 
(ungleichartig). 

V. Abschnitt. 

Ellipse, Hyperbel und Parabel. 

8 15. Definition der Ellipse. — Brennpunkte. 

a) Erklärung. Die Ellipse ist der geometrische Ort 
aller Punkte, für welche die Summe der Abstände von zwei 
festen Punkten eine gegebene Grösse hat. 

*) M und N sind inverse Punkte von a und h. Die Tangenten in 
diesen Punkten schneiden sich auf der Potenzlinie von a und 6. 



Ellipse, Hyperbel und Parabel. 
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Die beiden festen Punkte {F und F' in Fig. 23) heissen 
die Brennpunkte der Ellipse. Diejenigen Strecken {MF und MF')^ 
welche einen Ellipsenpunkt (M) mit den beiden Brennpunkten 
verbinden, heissen die Leitstrahlen 
des Punktes. Die Hälfte der ge- 
gebenen Länge, welcher die Summe 
der Leitstrahlen eines Punktes 
immer gleich sein muss, wird ge- 
wöhnlich mit dem Buchstaben a be- 
zeichnet. Die Hälfte des Abstandes 
(JP2^)der beiden Brennpunkte heisst 
die Excentricität der Ellipse. Ein 
Punkt der Ellipse bildet mit den 
beiden Brennpunkten ein Dreieck, dessen Grundlinie die doppelte 
Excentricität der Ellipse ist, während die beiden andern Seiten des 
Dreiecks durch die Leitstrahlen des Punktes dargestellt sind. 
Der constante Werth 2 a der Summe dieser Leitstrahlen muss 
daher (G. I, § 14 d*) grösser als die doppelte Excentricität der 
Ellipse sein. 

b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte einer Ellipse zu 
construiren^ wenn die beiden Brennpunkte und die Länge 2 a 
gegeben sind. 

Auflösung, r und r' seien zwei Strecken, deren Summe 
der Länge 2 a gleich ist. Man beschreibe um den Brennpunkt 
F (Fig. 23) einen Kreis mit dem Eadius r und mit r' einen 
solchen um den Brennpunkt F\ Die Schnittpunkte dieser Kreise 
sind zwei Punkte M und N der Ellipse, deren Abstand MN 
von FF' senkrecht halbirt wird (G. I, § 19 ä). Verwechselt 
man bei dieser Construction die beiden Radien, so erhält man 
zwei andere Punkte P und der Ellipse, deren Abstand eben- 
falls von FF' senkrecht halbirt wird. Es ist noch zu bemerken, 
dass die beiden Kreise sich nicht mehr schneiden, sobald r so 
gross genommen wird, dass r — r' die doppelte Excentricität FF' 
übertrifft. 

Anmerkung. Eine sehr instructive Art, die Ellipse ^u 
zeichnen ist die folgende. Man stecke an dem Ort der beiden 
Brennpunkte zwei Stifte ein und binde einen Faden zu einer 
Schleife, welche so lang ist als die doppelte Excentricität und die 
Länge 2 a zusammengenommen. Wenn man diese Schleife über die 
beiden Stifte legt und mit einem dritten Stifte anzieht, so be- 
findet sich der letztere in einem Punkte der Ellipse. 



*} In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten grösser als die 
dritte. 
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§ 16. Axen der Ellipse. 

a) Die Verbindungslinie der Brennpunkte (grosse Axe) 
und die Mittelsenkrechte des Abstandes FF' (kleine Axe) sind 
Symmetrieaxen der Figur. Der Schnittpunkt der Axen ist 
Mittelpunkt der Ellipse. 

Beweis. Die Strecken MN und PO (Fig. 23) sind ein- 
ander gleich und werden beide durch FF' senkrecht halbirt 
(§ 15 b, Auflösung). MNOP ist also ein Rechteck, dessen 
Symmetrieaxen ff und cd sich in dem Mittelpunkte desselben 
schneiden (G, I, § 30 a). Hieraus folgen die Behauptungen, 
wenn man bedenkt, dass zu jedem Punkte der Ellipse 3 andere 
gehören, welche mit ihm in derselben Weise ein Eechteck bilden 
(vergl. die Uebungen zu G. I, § 4, Ueb. 14). 

b) Jede der beiden Axen schneidet die Ellipse in zwei 
Punkten (Scheitelpunkte der Ellipse). Die Scheitelpunkte der 
grossen Axe haben von dem Mittelpunkte der Ellipse die 
Entfernung a. Die Scheitelpunkte der kleinen Axe haben 
von jedem Brennpunkte dieselbe Entfernung a. 

Beweis. (Fig. 23.) l) Wenn GÄ = GB = a, so sind 
die Punkte Ä und B auf der Ellipse gelegen, denn es ist z. B. 
iiXräenT\ink.tB:FB'\-F'B = FB + FÄ = BÄ = 2a(%15a.). 

2) Wenn FC = F'C=a, so ist der Punkt C auf der 
Ellipse gelegen, weil FC -}-• F'C = 2a, Zugleich ist aber C 
nach G. I, § 20 b auf der Halbirungssenkrechten von FF\ 
das heisst auf der kleinen Axe gelegen. Dasselbe gilt für den 
Punkt D. 

§ 17. Tangenten der Ellipse. 

a) Jede Gerade t, für welche (als Symmetrieaxe be- 
trachtet) der zu einem Brennpunkt F symmetrische Punkt 
(C in Fig. 24) von dem andern Brennpunkt F' die Ent- 
fernung 2a hat, triflFt die Ellipse in einem einzigen Punkte. 
Die Gerade t heisst eine „Tangente"*) der Ellipse, und der 
Ellipsenpunkt, welcher auf ihr liegt, heisst der „Berührungs- 
punkt" dieser Tangente. Der Berührungspunkt von t liegt 
auf der Geraden, welche den zu F symmetrischen Punkt 
(G in Fig. 24) mit F' verbindet. 



*) Die Auffassung der Tangente als einer Geraden, welche die 
Ellipse in zwei zusammenfallenden Punkten trifPb, ist durch die 
uebungen, § 6, Ueb. 8 vermittelt. 
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Beweis (Fig. 24). C sei der für die Axe t za F symme- 
trisch gelegene Punkt und die Strecke F'C, welche t in dem 
Punkte B schneidet, habe die Länge 2 a. Dann ist der Punkt 
B auf der Ellipse gelegen, denn weü BF=BC (G. I, § 20 b), 



Fig. 24. 




SO hat die Summe F'B -\- FB der Leitstrahlen des Punktes 
B] den Werth F'B + J5 C = 2 a. Kein anderer Punkt M der 
Geraden t kann auf der Ellipse liegen, denn f(ir ihn wäre 
MF' + MF = MF" + MC, und die Summe der Seiten MF' 
und MC in dem Dreieck MF'C ist grösser als F'C oder 2 a. 
Die Gerade t hat also den einzigen Punkt B mit der Ellipse 
gemein, das heisst, sie berührt die Ellipse in B, 

Anmerkung. Die Tangenten der Ellipse in den Scheitel- 
pimkten einer Axe stehen auf dieser Axe senkrecht. Um dies 
einzusehen, beachte man, dass die Geraden MP und MN in 
Fig. 23 bezüglich senkrecht auf der kleinen und der grossen 
Axe sind. Diese Geraden gehen aber in die Tangenten der 
Scheitelpunkte C und B über, wenn das einbeschriebene Eecht- 
eck OPMN sich so verändert, dass der Punkt M dem Punkte 
C oder B sich unbegrenzt nähert, 

b) Zusatz. Jeder Punkt desjenigen Kreises, welcher 
um einen Brennpunkt mit dem Radius 2 a beschrieben ist, 
stellt in Bezug auf eine Tangente der Ellipse den zum andern 
Brennpunkt symmetrischen Punkt dar. 

c) Diejenigen Winkel, welche eine Tangente der Ellipse mit 
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den Leitstrahlen ihres Berührungspunktes bildet, sind gleich 

gross. 

Beweis. Die Winkel MBF und HBF' in Fig. 24 sind 
einander gleich, weil beide dem Winkel GBC gleich sind (be- 
züglich als Scheitelwinkel und aus Gründen der Sjrmmetrie). 

d) Aufgabe. In einem gegebenen Punkte einer Ellipse 
die Tangente an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 24.) Um in dem Punkte A die Tangente 
an die Ellipse zu zeichnen, ziehe man F'A und mache auf dieser 
Richtung F'B = 2 a. Der Punkt D ist der zu F symmetrische 
Punkt in Bezug auf die gesuchte Tangente, Die letztere selbst 
ist die Halbirungssenkrechte von FB (§17 a). 

e) Aufgabe. Von einem Punkte J!f ausserhalb der Ellipse 
Tangenten an dieselbe zu ziehen, 

Auflösung. M (Fig. 24) sei der gegebene Punkt und t 
eine der gesuchten Tangenten. C sei der in Bezug auf die 
Tangente zu F symmetrisch gelegene Punkt. Dann müssen C 
und F von M gleichen Abstand haben. C muss folglich auf 
einem Kreise liegen, der mit dem Eadius MF um M beschrieben 
ist. Nach § 17 a muss ^ aber C auch auf dem Kreise liegen, 
welcher um F' mit dem Radius 2 a beschrieben ist. Beide Kreise 
schneiden sich in 2 Punkten C und D, welche die zu 2^ in Be- 
zug auf die gesuchten Tangenten symmetrischen Punkte sind. 
Die Tangenten selbst sind die Mittelsenkrechten von FC und FB, 

f) Wenn man von einem Brennpunkte einer Ellipse 
gerade Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten 
und nach ihrem Durchschnittspunkte zieht, so halbirt die 
letzte dieser 3 Geraden den Winkel der beiden ersten. 

Beweis. (Fig. 24.) Die Dreiecke MF'B und MF'C haben 
entsprechend gleiche Seiten, weil MB = MC= MF, F'B = F'C 
= 2a und die Seite MF' beiden gemeinsam ist. Die Winkel 
MF'B und MF'C sind also nach G. I, § 27 b einander gleich. 

§ 18. Definition der Hyperbel. — Brennpunkte. 

a) Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, 
für welche die Differenz der Abstände von zwei festen Punkten 
eine gegebene Grösse hat. 

Die beiden festen Punkte (F und F' in Fig. 26) heissen 
die Brennpunkte der Hyperbel. Diejenigen Strecken PF und 
PJP', welche einen Hyperbelpunkt mit den beiden Brennpunkten 
verbinden, heissen die Leitstrahlen des Punktes. Die Hälfte der 
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Fig. 25. 




gegebenen Länge, welcher die Differenz der Leitstrablen eines 
Punktes immer gleich sein muss, wird gewöhnlich mit dem Buch- 
staben a bezeichnet. Die Hälfte 
des Abstandes FF' der beiden 
Brennpunkte heisst die Excentrici- 
tät der Hyperbel. Ein Punkt der 
Hyperbel bildet mit den beiden 
Brennpunkten ein Dreieck, dessen 
Grundlinie die doppelte Excentrici- 
tät der Hyperbel ist, während die 
beiden andern Seiten des Dreiecks 
durch die Leitstrahlen des Punktes 
dargestellt sind. Der Werth 2 a 
der Differenz dieser Leitstrahlen 
muss daher (G. I, § 14 d) kleiner 
als die doppelte Excentricität der 
Hyperbel sein. 

b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte einer Hyperbel zu 
construiren, wenn die beiden Brennpunkte und die Länge 2a 
gegeben sind. 

Auflösung, r und r' seien zwei Strecken, deren Differenz 
der Länge 2 a gleich ist. Man beschreibe mit dem Badius r 
um den Brennpunkt F (Fig. 25) einen Kreis und mit r' einen 
solchen um den Brennpunkt F'. Die Schnittpunkte. dieser Kreise 
sind zwei Punkte der Hyperbel, deren Abstand von FF' senk- 
recht halbirt wird (G. I, § 19 a). Verwechselt man bei dieser 
Construction die beiden Badien, so erhält man noch zwei andere 
Punkte der Hyperbel. 

Es ist zu bemerken, dass die beiden Kreise sich nicht mehr 
schneiden, sobald r so klein genommen wird, dass die Summe 
r -f- r' kleiner als die doppelte Excentricität FF' ist. 

Anmerkung. Eine Erzeugung der Hyperbel durch stetige 
Bewegung eines Punktes ist die folgende: Man mache ein Lineal 
um den einen Brennpunkt F (Fig. 25) drehbar, so dass der Brenn- 
punkt F genau in der Eichtung der Kante des Lineals liegt. 
Auf dieser Kante nehme man in einer beträchtlichen Entfernung 
r den Punkt P an. In P befestige man einen Faden von einer 
solchen Länge r', dass r — r' gerade der Strecke 2 a gleich ist. 
Das zweite Ende des Fadens befestige man in F', Wenn man 
das Lineal so lange dreht, bis der Faden gespannt wird, so be- 
findet sich der Punkt P offenbar auf der zu beschreibenden 
Hyperbel. Dreht man nun das Lineal allmählich gegen F' und 
hält man den dadurch sich lockernden Faden mit einem an dem 
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Linealrande gleitenden Stifte gespannt, so beschreibt dieser Stift 
den Hyperbelbogen FB (Fig. 25). 

§ 19. Axen der Hyperbel. 

a) Die Verbindungslinie der Brennpunkte (Hauptaxe) und 
die Mittelsenkrechte des Abstandes FF' (Nebenaxe) der Hy- 
perbel sind Symmetrieaxen der Figur. Der Schnittpunkt der 
Axen ist Mittelpunkt der Hyperbel. 

Der Beweis ist demjenigen des entsprechenden Satzes für 
die Ellipse vollkommen analog. 

b) Die Hauptaxe schneidet die Hyperbel in zwei Punkten 
(Scheitelpunkte der Hyperbel). Die Scheitelpunkte der Haupt- 
axe haben von dem Mittelpunkte der Hyperbel die Entfernung a. 
Die Nebenaxe trifft die Hyperbel nicht. 

Beweis. (Fig. 25.) Wenn MA = MB = a, so liegen A und 
B auf der Hyperbel, denn FB — F'B = FB — FA = AB = 2a 
(§18 a). Die Nebenaxe, welche in die Mittelsenkrechte von FF' 
föllt, kann die Hyperbel nicht treffen, weil für ihre Punkte die 
Differenz der Leitstrahlen Null ist. 

§ 20. Tangenten der Hyperbel. 

a) Jede Gerade t, für welche (als Symmetrieaxe be- 
trachtet) der zu einem Brennpunkt F synimetrische Punkt 
(C in Fig. 26) von dem andern Brennpunkt F' die Ent- 
fernung 2 a hat, trifft die Hyperbel in einem einzigen Punkte. 
Die Gerade t heisst eine „Tangente"*) der Hyperbel, und 
der Hyperbelpunkt, welcher auf ihr liegt, heisst der „Be- 
rührungspunkt" dieser Tangente. Der Berührungspunkt von 
t liegt auf der Geraden, welche den zu F symmetrischen 
Punkt (C in Fig. 26) mit F' verbindet. 

Beweis. (Fig. 26.) C sei der zum Brennpunkte F in Be- 
zug auf die Gerade t symmetrische Punkt. Die Strecke F'C 
habe die Länge 2 a und ihre Verlängerung treffe die Gerade t 
in B. Dann ist B auf der Hyperbel gelegen, denn weil BF=BC, 
so hat die Differenz F'B -- FB den Werth F'B—CB=F'C 
= 2 a. Kein anderer Punkt M der Geraden t kann auf der 
Hyperbel liegen, denn für ihn wäre MF^—MF^ MF"— MC, 
und die Differenz der Seiten MF' und MG in dem Dreieck 
MF'C ist kleiner als F'C oder 2 a. Die Gerade t hat also den 
einzigen Punkt B mit der Hyperbel gemein, das heisst, sie be- 
rührt die Hyperbel in B, 



*) Siehe die Uebungen, § 5, üeb. 13. 
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Anmerkting. Die Tangenten der Hyperbel in den Scheitel- 
punkten der Hauptaxe stehen auf der Hauptaxe senkrecht. 

Der Beweis ist dem- ng. 26. 

jenigen des entsprechen- 
den Satzes für die Ellipse 
analog. 

b) Zusatz. Jeder 
Punkt desienisen Kreises, 
welcher um eLn Brenn- 
punkt mit dem Radius 
2 a beschrieben ist; stellt 
in Bezug auf eine Tangente 
der Hyperbel den zum 
andern Brennpunkt sym- 
metrischen Punkt dar. 

c) Diejenigen Win- 
kel, welche eine Tangente der Hyperbel mit den Leitstrahlen 
ihres Berührungspunktes bildet, sind gleich gross. 

Beweis. Die Gleichheit der Winkel F'BG und FBG in 
Fig. 26 folgt aus Gründen der Symmetrie. 

d) Aufgabe. In einem gegebenen Punkte der Hyperbel 
eine Tangente an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 26.) B sei der gegebene Punkt. Man 
ziehe einen Leitstrahl F'B des Punktes B (in diesem Falle den 
grösseren Leitstrahl) und schneide auf demselben die Länge 2 a 
von F' aus ab. Der gefundene Punkt C ist der zu F symme- 
trische Punkt in Bezug auf die gesuchte Tangente. Diese selbst 
ist die Halbirungssenkrechte von CF (§ 20, a und b). 

e) Aufgabe. Von einem Punkte ausserhalb der Hyperbel 
Tangenten an dieselbe zu legen. 

Auflösung. Man beschreibe um den gegebenen Punkt i(f 
(Fig. 26) einen Kreis, der durch den einen Brennpunkt F geht. 
Die Schnittpunkte C und D dieses Kreises und desjenigen, welcher 
mit dem Eadius 2 a um F' beschrieben ist, sind die zu F sym- 
metrischen Punkte in Bezug auf die gesuchten Tangenten. Diese 
selbst sind die Halbirungssenkrechten der Strecken FC und FD^ 
Der Beweis wird geführt, wie bei § 17 e. 

f) Wenn man von einem Brennpunkte einer Hyperbel 
gerade Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten 
und nach ihrem Schnittpunkte zieht^ so halbirt die letzte 
dieser drei Geraden den Winkel der beiden ersten. 

Der Beweis ist demjenigen von § 17 f analog. 
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« 

§ 21. Die Asymptoten der Hyperbel. 

a) Durch den Mittelpunkt der Hyperbel gehen zwei 
Tangenten, welche die Hyperbel in unendlich fernen Punkten 
berühren, die Asymptoten der Hyperbel. 

Fig. 27. Beweis. Man ziehe 

um den Brennpunkt F^ 
(Fig. 27) mit dem Ra- 
dius 2 a einen Kreis und 
lege von F die Tangen- 
ten FC und 2^2) an den- 
selben, C und D sind die 
zu F symmetrischen 
Punkte in Bezug auf zwei 
Tangenten JK und GtH 
(§ 20 b), welche durch 
den Mittelpunkt M gehen 
(G. I, § 40 b). Da die 
Radien F'C und F'B 
mit den gefundenen Hyperbeltangenten parallel sind, so deuten 
sie unendlich ferne Berührungspunkte derselben an. 

b) Zusatz. Die von einem Brennpunkte der Hyperbel 
auf eine Asymptote gefällte Senkrechte schneidet von dieser 
Asymptote ein Stück ab, welches der Hälfte der Hauptaxe 
gleich ist. 

Beweis. Nach G. I, § 40 jS ist MK (Fig. 27) die Hälfte 
von F'C^ woraus die Behauptung folgt, da F'G^== 2 a. 

c) Aufgabe. Eine Hyperbel zu zeichnen, wenn ihre 
Scheitelpunkte und die beiden Asymptoten bekannt sind. 

Auflösung. (Fig. 27.) Man trage auf einer der Asymptoten 
von dem Mittelpunkte aus die Länge MK = a ab und errichte 
in dem Punkte K eine Senkrechte auf die Asymptote, welche 
nach b) die Hauptaxe in einem Brennpunkte trifft. Analog findet 
man den andern Brennpunkt und verfährt nach § 18 b. 

§ 22. Definition der Parabel. — Brennpunkt. 

a) Erklärung. Die Parabel ist der geometrische Ort 
aller Punkte, welche von einer festen Geraden ebensoweit 
entfernt sind, als von einem festen Punkte. 

Die feste Gerade (Ä in Fig. 28) heisst die Leitlinie der 
Parabel. Der feste Punkt F ist ihr Brennpunkt. Die von einem 
Parabelpunkte . -4 nach dem Brennpunkte gezogene Strecke AF 
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heisst der Leitstrahl des PanibelpuiikteB. Jeder Punkt der 
Parabel ist die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks FAC, 
dessen beide Schenkel durch den LeitEtrahl und fi» ib. 

die Entfernung des Parabelpunktes von der Leit- 
linie gebildet sind. Die von dem Brennpunkte 
auf die Leitlinie gefällte Senkrechte FD heisst 
die Axe der Parabel. 

b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte der 
Parabel zu construiren, wenn der Brennpunkt 
und die Leitlinie gegeben sind. 

Auflösung. (Fig. 28.) Man ziehe auf der 
dem Brennpunkte zugekehrten Seite der LeitUnie 
eine Parallele zu derselben in einer beliebigen Entfernung DG. 
Mit derselben Entfernung als Radius ziehe man nm den Brenn- 
punkt einen Ereis, dessen Schnittpunkte A und B mit jeuer 
Parallelen auf der Parabel liegen. Der Abstand AB wird durch 
die Axe' der Parabel senkrecht halbirt. Es ist zu bemerken, 
dass der Kreis und die Parallele eich nicht treffen, wenn der 
Abstand der Parallelen von der Leitlinie kleiner ist, als ihr Ab- 
stand von dem Brennponkte. 

Anmerkung. Uan kann die Parabel auf folgende Weise 
durch stetige Bewegung eines Pnnktes erzeugen. An dem einen 
Endpunkte der Hypotenuse eines Winkeldreiecks befestige man 
einen Faden, welcher der anliegenden Kathete an Länge gleich 
ist. Das andere Ende des Fadens befestige mau in dem Brenn- 
punkte der FarabeL Wenn nun das Winkeldreieck mit der 
zweiten Kathete an die Leitlinie angelegt und an einem Lineal 
ISngs der Leitlinie so lange verachoben wird, bis sich der Faden 
spannt (AKG in Fig. 28 stellt diese Lage des Winkeldreiecks 
dar), so befindet sich das an dem Wiokeldreieok befestigte Ende 
(.•1) desselben in einem Parabelpunkte. Man verschiebe nun das 
Winkeldreieck gegen den Brennpunkt hin und halte den eich 
lockernden Faden dadurch gespannt, dass man ihn mit einem 
Stifte gegen die Kathete (AC) des Winkeldreiecks andrückt. 
Der an dieser Kathete hingleitende Stift wird dabei einen Bogen 
der Parabel beschreiben. 

c) Die Punkte der Parabel liegen paarweise symmetriscb 
gegen die Axe der Parabel. Die Axe trifft die Parabel nur 
in einem Funkte, welcher der ScKeitelpimkt der Parabel heisst 

Beweis. (Fig. 28.) Daas Dö die Mitteleenkrechte von .iB 
ist, folgt unmittelbar aue der Construction der Parabelpunkte A 
und B. Deijenige Punkt S der Axe, welcher in der Mitte zwischen 

Httller, &eamstiis. Ashug cn I. 2. AnSkge, 3 
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Fig. 29. 



dem Brennpunkte der Parabel und der Leitlinie liegt, ist offenbar 
der einzige Punkt, welchen die Axe mit der Parabel gemein 
haben kann. 

§ 23. Tangenten an die Parabel. 

a) Jede Gerade t^ für welche (als Symmetrieaxe be- 
trachtet) der zu dem Brennpunkte F symmetrische Punkt 
(C in Fig. 29) auf der Leitlinie gelegen ist, trifiFt die Parabel 
in einem einzigen Punkte. Die Gerade t heisst eine „Tangente'^*) 
der Parabel, und der Parabelpunkt, welcher auf ihr gelegen 
ist, heisst ihr Berührungspunkt. Der Berührungspunkt von 
t liegt auf der Geraden, welche durch den zu F symmetri- 
schen Punkt C parallel zur Parabelaxe gezogen ist. 

Beweis. (Fig. 29.) Der Punkt sei auf der Leitlinie h 
der Parabel gelegen und AM sei die Halbirungssenkrechte von 

FC', CA sei mit. der Axe 
der Parabel parallel, also 
auf der Leitlinie senkrecht. 
Dann ist (G.I§ 20 b) 
AO=AFf das heisst der 
Punkt A ist auf der Pa- 
rabel gelegen. Wäre noch 
ein anderer Punkt M der 
Geraden AM auf der Pa- 
rabel gelegen, so müsste 
die Strecke MC der senk- 
rechten Entfernung des 
Punktes M von der Leit- 
linie gleich sein, weil beide, 
bezüglich nach G. I, § 20 b 
und der Definition der Pa- 
rabel der Strecke MF gleich 
sein würden. Dies widerspricht aber G. I, § 14 c und M kann 
folglich kein Punkt der Parabel sein. Die Gerade AM hat also 
den einzigen Punkt A mit der Parabel gemein, das heisst sie 
ist die Tangente der Parabel in diesem Punkte. 

Anmerkung. Die Tangente der Parabel im Scheitelpunkte 
S (Fig. 28), welche die „Scheiteltangente" heisst, steht senk- 
recht auf der Axe, denn die bei der Construction der Parabel- 
punkte erhaltene Sehne AB, welche durch die Axe der Parabel 
senkrecht halbirt wird, geht in die Scheiteltangente über, sobald 




♦) Siehe die Uebungen, § 5, Ueb. 16. 
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Fig. 30. 



der ejaie Endpunkt dieser Sehne sich dem Scheitelpunkte un- 

)>egrenzt nähert. 

h) Zusatz. Jeder Punkt der Leitlinie ist Gegenpunkt 
des Brennpunktes in Bezug auf eine Tangente der Parabel. 

c) Diejenigen Winkel, welche die Tangente mit dem 
Leitstrahle des Berührungspunktes und der Axe der Parabel 

bildet, sind gleich gross. 

Beweis. (Fig. 30.) Wenn D der Berührungspunkt der 
Tangente DG- und H der zu F in Bezug auf DG symmetrische 
Punkt ist, so ist HD 
mit der Axe AB parallel 
(a). Aus der Gleichheit 
der Winkel HDG und 
GDF (G. I, § 11 ß) 
imd der Gleichheit der 
Wechselwinkel HDG und 
DGB (G. I, § 8 /5) folgt 
die Behauptung. 

d) Zusatz. 
Berührungspunkt 
Tangente und 
Schnittpunkt mit der 
Axe bilden mit dem 
Brennpunkte und sei- 
nem für die Tangente 

sjmmetrisQh entsprechenden Punkte einen Rhombus. 
Scheiteltangente geht durch den Mittelpunkt desselben. 

Beweis. (Fig. 30.) Aus der Gleichheit der Winkel DGF 
und GDF folgt die Gleichheit der Seiten GF und FD (G. I, 
§ 14/3). Da aber FD auch HD gleich und HD mit der Axe 
parallel ist, so folgt aus G. I, § 29 b, l), dass GFDH ein 
Parallelogramm mit gleichen Seiten oder ein Bhombus ist. Die 
Scheiteltangente ist mit der Leitlinie parallel und halbirt den 
Abstand des Brennpunktes von derselben. Sie wird daher nach 
G. I, § 40 b auch die Diagonale HF halbiren, das heisst durch 
den Mittelpunkt des Bhombus gehen. 

e) Aufgab e. In einem Punkte der Parabel die Tangente 
an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 29.) Man fäUe von dem Punkte -4, dessen 
Tangente bestimmt werden soll, eine Senkrechte J. (7 auf die Leit- 
linie und ziehe den Leitstrahl ÄF, Die Tangente halbirt den 
gebüdeten Winkel CÄF (c). 
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f) Aufgabe. Von einem Punkte ausserhalb der Parabel 
Tangenten an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 29.) M sei der gegebene Punkt. Die 
für die gesuchten Tangenten zu F symmetrischen Punkte sind 
die Schnittpunkte C und D der Leitlinie und eines um M mit 
dem Radius MF beschriebenen Kreises (§ 23, a und b). Die 
Tangenten selbst sind die Halbirungssenkrechten der Strecken 
FC und FD. 

g) Aufgabe. Eine Parabel zu zeichnen^ von welcher 
der Scheitelpunkt und ein beliebiger anderer Punkt, sowie 
die Tangenten dieser Punkte gegeben sind. 

Auflösung. (Fig. 30.) A sei der Scheitelpunkt und D 
der zweite gegebene Punkt. AG und DQ seien die Tangenten 
dieser Punkte. Man errichte in dem Schnittpunkt beider Tan- 
genten eine Senkrechte auf D6r, so wird dieselbe mit der in A 
auf der Scheiteltangente errichteten Senkrechten AB den Brenn- 
punkt F bestimmen. Der zu dem Brennpunkte in Bezug auf 
die Tangente DG symmetrische Punkt ist auf der Leitlinie ge- 
legen. Die Parabel kann nun nach § 22 b construirt werden. 

h) Wenn man von dem Brennpunkte einer Parabel gerade 
Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten und 
nach ihrem Schnittpunkte zieht, so halbirt die letzte dieser 
drei Geraden den Winkel der beiden andern. 

Beweis. (Fig. 29.) Nach der Auflösung zu Aufgabe f) ist 
GMD ein gleichschenkliges Dreieck. Die Winkel AGM und 
BDM sind gleich, weil sie die Winkel an der Grundlinie dieses 
gleichschenkligen Dreiecks zu 90^ ergänzen. Da nun aber ^ A GM 
= AFM und ^JBDM=BFM, so müssen auch die Winkel 
AFM und BFM einander: gleich sein, was zu beweisen war. 



TJebungen. 



Mit zwei lithographirten Tafeln. 



Müller, Geometrie. I. Anhang. Uebungen. 



üebungen zn Abschnitt I (iLarmonisclie StraUen, vollständiges § i. 

Viereck nnd Vierseit). 

1) Wenn man durch einen Eckpunkt eines Dreiecks die 
Mittellinie und die Parallele zu der gegenüberliegenden Seite zieht, 
so erhSlt man vier harmonische Strahlen (§2 a, 2 und § 2 b). 

2) Wenn man vier harmonische Strahlen durch eine Gerade 
schneidet, welche mit einem derselben parallel ist, so halbirt der 
zugeordnete Strahl den zwischen den beiden übrigen Strahlen 
gelegenen Abschnitt. 

3) Die Seiten MÄ und MB eines Parallelogranmis (Fig. 2), 
die Diagonale MD und die durch M zur zweiten Diagonale ge- 
zogene Parallele MC bilden 4 harmonische Strahlen. 

Andeutung. - MD ist der zur Sehnenrichtung AB con- 
jugirte Durchmesser. MC ist mit AB parallel. 

4) Es sind drei Strahlen a, h^ c gegeben. Man soll zu c 
den zugehörigen harmonischen Strahl suchen und dazu 3) benützen. 

5) Für jeden Punkt auf der Diagonale (Fig. 1) AC des 
Parallelogramms AB CD ist das Verhältniss der Abstände r und 
s von den Seiten AB und AD dem umgekehrten Verhältniss 
dieser Seiten gleich: r:s = n:m, 

Andeutung. Für den Punkt C folgt dies daraus, dass 
m . r == n . Sy weil beide Producte gleich dem doppelten Inhalt 
der gleichen Dreiecke ABC und ADC sind. Für jeden andern 
Punkt der Diagonale folgt die Behauptung aus G. I, Üebungen § 7, 
Ueb. 19. 

6) Der geometrische Ort aller Punkte, deren Abstandsver- 
hältniss von den convergenten Geraden a und h den Werth m : n 
hat, besteht nach G. I, Üebungen § 7, Ueb. 23 aus 2 Graden c 
nnd d. Dieselben bilden mit a und h vier harmonische Strahlen. 

Andeutung. (Fig. 2.) Man trage m und n verwechselt 
auf den Geraden ab, nämlich n auf a nach MA und MA' und 
m auf h nach MB, Sodann zeichne man die Parallelogramme 
MADB und MBCÄ, Nach Uebung 5 stellen die Diagonalen 
MD und MC den geometrischen Ort dar. Man bemerke nun, 
dass auch AB CM ein Parallelogramm ist, weü MA und CB 
gleich und parallel sind. Die Strahlen a, 5, c, d sind also vier 
harmonische Strahlen, weil MC und AB parallel sind (Ueb. 3). 

1* 
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7) Aus 6) folgt noch, dass jedem Paare von Geraden, welche 
mit a und 5 4 harmonische Strahlen bilden, ein eigenes Abstands- 
verhältniss zukommt. Dem Strahlenpaare, welches die Winkel 
der Geraden a und h halbirt, gehört das Abstandsverhältniss 1 zu. 

8) Man betrachte in dem vollständigen Viereck MNOP, 
Fig. 3, das durph die Nebenecken Ä, JB, C gebildete Dreieck. 
Für jeden der Eckpunkte des Vierecks stehen die Abstände von 
den Seiten jenes Dreiecks in demselben Verhältniss. 

Andeutung. Durch C gehen zwei Seiten c und c" des 
Vierecks. Für die Punkte auf c möge das Verhältniss der Ab- 
stände X und y von den Geraden a und h den Werth w : w , 

aj : «/ = w : w . . . l) 

haben. Dann findet für die Punkte von c" nach Uebung 6 und 
7 dasselbe statt, weü a, 5, c', c' vier harmonische Strahlen 
sind. Durch den Eckpunkt B gehen die Gegenseiten &' und &". 
Alle Punkte von fe' haben ein gewisses Verhältniss der Abstände 
X und von a und c, welches man in die Form m:p bringen 
kann, weil ja das erste Glied dieses Verhältnisses wählbar ist. 
Man hat also 

X : = m :p , , , 2) 

Dasselbe gilt für die Punkte von 5", weil a, &, c', c" vier har- 
monische Strahlen sind. Für jeden der 4 Punkte ifcf , N, 0, P, 
in welchen eine der Geraden c und c" von einer der Geraden 
h\ 6" getroffen wird, gelten die Gleichungen 1) und 2) zugleich, 
d. h. X :y : = m :n :p, was zu beweisen war. 

9) Man betrachte in dem vollständigen Vierseit m, n, Oj p 
(Fig. 4) das durch die Diagonalen gebildete Dreieck ABC. Für 
jede der Seiten m, n, o, jp stehen die Abstände von den Ecken 
des Dreiecks ABC in demselben Verhältniss. 

Andeutung. Für jede durch einen der Punkte C oder 
C" gehende Gerade hat das Verhältniss der Abstände x und y 
von den Punkten A und B denselben Werth m : n (üebungen 
zu G. I, § 7, Ueb. 24). Für jede Gerade, die durch einen der Punkte 
B» oder JB" geht, hat das Verhältniss der Abstände x und von 
A und C einen Werth, den man in der Form m:p schreiben 
kann. Für diejenigen Geraden m, w, o, j?, welche einen der 
Punkte C und C" mit einem der Punkte B^ und J5" verbinden, 
gilt also die Proportion x ly \ =^ nimip, 

10) Wenn die 3 Punkte F,B,0 in Fig. 6 auf Seite 6 ge- 
geben sind, so soll man den zu zugehörigen 4*®"^ harmonischen 
Punkt durch das Lineal allein finden. 

Andeutung. Ziehe FB und FC durch F und BA durch 
D beliebig. Ziehe durch und den erhaltenen Schnittpunkt F 
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die Gerade OJEJ, welche den Punkt B bestimmt. Durch die Ver- 
bindungslinie DB konmit man zu dem Schnittpunkte C und 
nun bestimmt die Gerade AG den 4*^^ harmonischen Punkt N. 

11) Wenn die 3 Strahlen NA, NB, NP in Fig. 5 auf 
Seite 6 gegeben sind, so soll man den zu NP zugehörigen 4*®*^ 
harmonischen Strahl finden. 

Andeutung. Nimm die Punkte -4, D, 0, B auf den beiden 
Strahlen NA und NB so an, dass die Geraden AB und BC 
sich auf dem Strahle NP (in M) schneiden. Der Schnittpunkt von 
AB und B C liegt dann auf dem gesuchten 4*®° harmonischen Strahle. 

12) a) Wenn man die Höhen eines Dreiecks zieht und die 
Fusspunkte derselben durch gerade Linien verbindet, so hat man 
in jedem dieser Fusspunkte 4 harmonische Strahlen erhalten. 

ß) Den analogen Satz für die Mittellinien eines Dreiecks 
(welche sich in dem Schwerpunkte schneiden) auszusprechen und 
zu beweisen. 

y) Wenn in einem Viereck eine Seite durch diejenige Gerade 
halbirt wird, welche den Schnittpunkt der anliegenden Seiten mit 
dem Schnittpunkte der Diagonalen verbindet, so ist das Viereck 
ein Trapez. 

13) Diejenigen Geraden, welche die Nebenecken eines voll- 
ständigen Vierecks verbinden, bestimmen auf den Seiten desselben 
6 Punkte, welche die Ecken eines vollständigen Vierseits bilden. 

14) Diejenigen Punkte, in welchen die Diagonalen eines 
vollständigeü Vierseits sich schneiden, liefern durch ihre Verbin- 
dung mit den Ecken des Vierseits 6 gerade Linien, welche Seiten 
eines vollständigen Vierecks sind. 

15) Von einem vollständigen Viereck sind die Nebenecken 
und ein Eckpunkt gegeben. Man soll dasselbe zeichnen. 

16) Von einem vollständigen Vierseit sind die Diagonalen 
und eine Seite gegeben. Man soll dasselbe zeichnen. 

17) Von vier harmonischen Strahlen ist der eine gegeben, 
sowie die Bedingung, dass die übrigen Strahlen durch drei nicht 
in einer Geraden liegende Punkte gfehen sollen. Man soll die 
drei fehlenden Strahlen zeichnen. 

18) Von vier harmonischen Punkten ist der eine gegeben, 
sowie die Bedingung, dass die übrigen Punkte auf drei nicht 
durch einen Punkt gehenden Geraden liegen sollen. Man soll die 
fehlenden Punkte bestimmen. 

19) Auf dem Felde sind zwei Punkte A und B durch Visir- 
stäbe bezeichnet. Obgleich man eines Hindernisses wegen nicht 
längs der Linie AB visiren kann, so soll dennoch mit alleiniger 
Hülfe von Visirstäben der Schnittpunkt der Geraden AB mit 
einer andern ausgesteckten Geraden g bestimmt werden. 
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Andeutung. Man stecke ein vollständiges Vierseit ab, von 
welchem Ä und B zwei Gegenpunkte sind, während ein zweites 
Paar von Gegenpunkten beliebig auf g angenommen wird. Nach 
§ 4|3 wird nun die Aufgabe durch das Aufsuchen, eines vierten 
harmonischen Punktes auf der dritten Diagonalen des Vierseits 
zu lösen sein. 

20) Von einem gegebenen Punkte M aus eine Gerade nach 
dem unzugänglichen Convergenzpunkt zweier gegebenen Geraden 
zu ziehen. 

21) Wenn die Träger der Seiten eines Dreiecks ABC 

(Fig. 5) von einer Transversalen in den Punkten Ä\ B\ C' ge- 

C A A! B B' G 

troffen werden, so ist das Product ^r^ • -jttj • ^r-r der drei Ab- 

O' A A* J5 B G 

Standsverhältnisse j^ , -^-^ und -^~j der Einheit gleich (Satz 

des Menelaus). 

Andeutung. Ziehe BD parallel zu der Transversalen. Aus 

G. I, § 41 b folgt: 

G'A B A 



G'B ~ BD 
AB BD 



• • • 



1) 
2) 



ÄG B'G 

Das dritte Abstandsverhältniss lässt man unverändert. 

B'G B'G ^. 

WÄ^BA' "^^ 

Multiplicirt man die 3 Gleichungen mit einander, so erhält man, 
weil sich auf der rechten Seite alles weghebt, 

G'A A'B B'G _ 

G'B' A'G ' BA~ ^ • 

22) Wenn die Träger der Seiten des Dreiecks ABC (Fig. 6) 
von den Geraden A8^ BS^ CS (8 ist ein beliebiger Punkt in 

der Ebene des Dreiecks) in den Punkten A\ B'y C' getroffen 

G' A A' B B' G 
werden, so ist das Product -pr^ • -jrj^ • w-j der drei Abstands- 
verhältnisse der Einheit gleich (Satz des Ceva). 

Andeutung. Von dem Punkte S aus wird das Dreieck 
ABC in drei Dreiecke getheilt, deren Flächen a, /?, y heissen 
sollen. Man hat nun nach den Uebungen zu G. I, § 6, Ueb. 38 

a ^ G'B' 
a _B'G 
y ~ B A' 

X :^ 

(5 ^ ÄG' 
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Durch Multiplication der Gleichungen erhält man das Eesultat, 
da links sich alles forthebt. 

23) Wenn man die Abstands Verhältnisse in Uebimg 21 und 

22 nicht nur nach Grösse, sondern auch nach Vorzeichen be- 

C Ä A! 3 JB' C 
stimmt, so wird das Product -t^-^ • -^-^ • ^r-j in Uebung 21 den 

Werth -f- 1 , dagegen in Uebung 22 den Werth — 1 erhalten. 
Andeutung, l) Für Uebung 21: Die Transversale schneidet 
alle Dreiecksseiten in der Verlängerung oder eine in der Ver- 
längerung, die andern beiden aber innerhalb. Also sind alle drei 
Abstandsverhältnisse positiv oder zwei derselben sind negativ, das 
dritte aber positiv. 2) Für Uebung 22: Die Träger der Dreiecks- 
seiten theilen die Ebene in 7 Felder. Man nehme den Punkt 8 
nach einander in diesen Feldern an und überzeuge sich, dass 
entweder aUe 3 Punkte -Ä', j?', 0' innerhalb der Dreiecksseiten 
liegen oder dass zwei derselben in den Verlängerungen, der dritte 
aber auf einer Dreiecksseite selbst liegt. Daraus folgt, dass die 
drei Abstandsverhältnisse negativ sind, oder dass zwei positiv 
sind, während das dritte negativ ist. 

24) Die Sätze in Uebung 21 und 22 lassen sich umkehren. 
Wenn Öir die Punkte A! ^ B\ C auf den Trägern der Dreiecks- 
seiten die Gleichung -^v^ ' "t^ ' w~7 == i ^ ^^j ^^ liegen die 

Punkte Ä , B' ,C' auf einer Geraden oder die Strahlen AÄ , BB\ 

CC gehen durch einen Punkt. 

CA A! B B' G 
Andeutung. Für den Fall, wo j^r^ • -tt-q* r^= + 1 • 

Die Gerade CA' schneide den Träger der dritten Seite in X, 

Dann hat man nach Ueh. 21) und 23) ^7-g • -jr-^ • ^-j = + 1 . 

B' G X.G 
Aus den beiden Gleichungen ergibt sich, dass ^r-^ "==" xT* 

Wenn aber die Punkte B' und X der Geraden AC gleiche Ab- 
standsverhältnisse in Bezug auf A und B haben, so fallen sie 
zusammen. 

25) Wenn man irgend einen von den drei Punkten A\ B\ C' 
in Fig. 6 mit dem zugehörigen vierten harmonischen Punkte ver- 
tauscht, so liegt dieser mit den beiden übrigen auf einer Geraden. 

26) Wenn man irgend einen von den drei Punkten Ä , B\ C 
in Fig. 5 mit dem zugehörigen vierten harmonischen vertauscht 
Tind diesen, sowie die beiden übrigen Punkte mit den gegenüber- 
liegenden Ecken des Dreiecks durch Gerade verbindet, so gehen 
diese letzteren durch einen Punkt. 

27) Wenn man die drei Punkte -ä.', B\ C in Fig. 5 mit 
den zugehörigen vierten harmonischen Punkten vertauscht und 
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diese letzteren mit den gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks 
durch Gerade verbindet, so gehen diese durch einen Punkt. 

28) Eine Seite des Dreiecks wird durch die zugehörige 
Höhe und die Verbindungslinie der Fusspunkte der beiden andern 
Höhen harmonisch getheilt. 

29) Diejenigen Geraden, welche die Ecken eines Dreiecks 
mit den Berührungspunkten der Kreise verbinden, welche den 
gegenüberliegenden Seiten anbeschrieben sind, schneiden sich in 
einem Punkte (Uebungen zu G. I, § 3, Ueb. 14y). 

30) Die drei Punkte, in welchen die Seiten eines Dreiecks 
durch diejenigen Geraden geschnitten werden, welche die Fuss- 
punkte der Höhen paarweise verbinden, liegen auf einer Geraden. 

31) Diejenigen Punkte, in welchen die Seiten eines Dreiecks 
von den Halbirungslinien der Aussenwinkel an den gegenüber- 
liegenden Eckpunkten getroffen werden, liegen in einer Geraden. 



§ 2. üebtingen zu Absclmitt II (Potenzlinien). 

l) Ä und JB in Fig. 7 seien die Mittelpunkte zweier Kreise 
mit den Radien r und r\ DM sei die Potenzlinie der Kreise. 
Man soll die Abstände DA == d und DB = d' bestimmen, wenn 
der Centralabstand AB den Werth c hat. 

Andeutung. Nach dem Beweise zu § 5 a hat man 
d^ — r^ == d'^ — r'^. Verbindet man damit die Gleichung 
d -{- d' = Cj so erhält man: 



2c , 2c 

2) Rechnet man in 1) den Abstand d positiv oder negativ, 
je nachdem D rechts oder links von A liegt, und den Abstand 
d^ positiv oder negativ, je nachdem D links oder rechts von B 
gelegen ist, so gelten die Gleichungen und die Lösungen in 1 
für alle Fälle. Ist z. B. das Resultat für d negativ, so spricht 
dies aus, dass D links von A gelegen ist. Man betrachte auch 
besonders den Fall, wo d (oder d') Null ist, welcher Werth den 
Uebergang zwischen den positiven und negativen Werthen von 
d bildet. 

3) Betrachte in l) besonders die Fälle, wo a) r = / und 
/3), wo r' = 0. 

Andeutung. Im Falle ß) bringe man das Resultat mit 
der leicht zu erkennenden Thatsache in Einklang, dass die Potenz- 
linie die beiden Tangentenabschnitte halbirt, welche von dem 
Punkte B bis zu dem Kreise um A reichen. 
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4) Die Lage der Punkte zu bestimmen, in welchen die 
beiden Kreise in 1) von der Potenzlinie getroffen werden. 

Andeutung, M sei ein Schnittpunkt des Kreises um A 
mit der Potenzlinie. Wir wollen den Abstand DM = h positiv 
oder negativ nehmen, je nachdem DM nach oben oder unten 
fällt. Man hat dann für beide Fälle die Gleichung h^ = r^ — d^, 

woraus sich Ä = + }/r^ — d^ ergibt. Wenn M' ein Schnitt- 
punkt von der Potenzlinie mit dem Kreise um B ist, so hat man 

für DM = h ebenso h = + V^'^ — d'^. Man zeige, dass die 
beiden absoluten Werthe für h gleich sind, so dass auch durch 
diese Rechnung die Potenzlinie sich als gemeinsame Sehne ergibt. 

Bemerkung. Wenn der gemeinsame absolute Werth der 
Abstände h imaginär ist (Fall, wo die Kreise sich nicht treffen), 
so spricht man von imaginären Schnittpunkten der Kreise mit 
der Potenzlinie. Wegen der Gleichheit der „imaginären Abstände" 
h sagt man auch, die Potenzlinie treffe beide Kreise in denselben 
imaginären Schnittpunkten und die Potenzlinie sei als imaginäre 
(ideelle) gemeinsame Sehne aufzufassen. Man betrachte besonders 
den Fall, wo h = , welcher die Fälle der wirklichen und ideellen 
gemeinsamen Sehnen von einander trennt. 

5) Wenn man durch einen Punkt M der Potenzlinie der 
Kreise a und h eine Secante von a und eine Secante von h zieht, 
so liegen die 4 Schnittpunkte auf einem neuen Kreise. 

6) Wenn man durch den Punkt ilf in 5) eine Tangente an 
a und eine Tangente an h zieht, so sind diese Tangenten und 
ihre Berührungspunkte einem neuen Kreise angehörig (welcher 
a und h berührt). 

7) Die Potenzlinie der Kreise a und h ist der Ort für die 
Mittelpunkte aller Kreise Cj welche a und h rechtwinklig schneiden. 

Andeutung. Wenn a und h von c rechtwinklig geschnitten 
werden, so sind die in c nach den Schnittpirnkten gezogenen 
Badien Tangenten von a und h. Diese Tangenten also sind gleich 
lang, folglich liegt der Mittelpunkt von c auf der Potenzlinie 
von a und h. Umgekehrt ist aus der Gleichheit der von einem 
Punkte C der Potenzlinie an die Kreise gezogenen Tangenten 
leicht zu schliessen, dass C der Mittelpunkt eines Kreises ist, der 
a und h rechtwinklig schneidet. 

8) Einen Kreis c zu zeichnen, welcher durch die Punkte Ä 
und B geht und einen gegebenen Kreis a berührt (Fig. 8). 

Andeutung. Man suche die gemeinsame Tangente von a 
und c zu bestimmen. Sie geht durch den Potenzpunkt der Kreise 
a, c und des Kreises &, welcher so durch Ä und B gezogen ist, 
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dass er a in zwei Punkten C und D schneidet. Dieser Potenz- 
punkt ist aber leicht zu finden, er ist der Schnittpunkt von AB 
und CD, Man erhält 1) zwei getrennte, 2) zwei zusammenfallende 
oder 3) gar keine Lösung, je nachdem man von dem gefundenen 
Potenzpunkte zwei, eine oder keine Tangente an den Kjreis a 
ziehen kann. 1) findet statt, wenn beide Punkte A und B inner- 
halb oder beide ausserhalb des Kreises a liegen. 2) tritt ein, 
wenn einer der Punkte A und B auf a gelegen ist. 3) tritt 
ein, wenn einer der Punkte A^ B innerhalb^ der andere aber 
ausserhalb des Kreises a gelegen ist. 

9) Die Potenzlinie zweier Kreise a und &, welche sich nicht 
schneiden, zu ^den. 

Andeutung. Ziehe einen dritten Kreis c, der sowohl a als 
h schneidet. Die Potenzlinien von a, c und von 5, c sind als 
gemeinsame Sehnen zu ziehen und schneiden sich in dem Potenz- 
punkte von a, fe, c, welcher auf der gesuchten Potenzlinie ge- 
legen ist. 

10) Die Halbirungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten 
zweier Kreise liegen auf einer Geraden, nämlich der Potenzlinie 
dieser Kreise. 

1 1) Zieht man eine Gerade, welche in Bezug auf den Mittel- 
punkt des Centralabstandes zweier Kreise symmetrisch gegen 
die Potenzlinie derselben gelegen ist, so ist diese Gerade der 
geometrische Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, welche die 
gegebenen Kreise halbiren, d. h. in den Endpunkten eines Durch- 
messers schneiden. 

(Man kann diese Gerade dadurch finden^ dass man die Eadien 
der gegebenen Kreise verwechselt und nun die Potenzlinie der 
dadurch entstandenen Kreise zeichnet.) 

12) Der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneiden und einen 
andern halbiren, ist eine zu der Centralen beider Kreise senk- 
rechte Gerade. 

13) Den geometrischen Ort für die Mittelpunkte derjenigen 
Kreise zu finden, welche durch einen gegebenen Punkt gehen und 

a) einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneiden (Ueb. 3, /5), 
ß) einen gegebenen Kreis * halbiren (setze in Ueb. 11 den 
Radius des einen Kreises gleich Null). 

14) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch zwei gegebene 
Punkte geht und 

et) einen gegebenen Kreis rechtwinklig schneidet, 
ß) einen gegebenen Kreis halbirt. 
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15) Einen Punkt zu suchen, so dass die von ihm an drei 
gegebene Kreise gezogenen Tangenten gleich sind. 

16) Einen Kreis zu zeichnen, welcher a) drei gegebene 
Kreise senkrecht schneidet, ß) drei Kreise halbirt, y) zwei der- 
selben rechtwinklig schneidet und den dritten halbirt. 

17) Der Schnittpunkt der Höhen eines Dreiecks ist der 
Schnittpunkt der Potenzlinien der drei über den Seiten als Durch- 
messern construirten Kreise. 

18) Wenn zwei Kreise, welche sich schneiden, von einem 
dritten berührt werden, so treffen sich Tangenten der Berührungs- 
punkte auf der gemeinsamen Sehne der Schnittkreise. 

19) Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwei Schnittkreise be- 
rührt und zwar den einen in einem bestimmten Punkte. 

20) a) Jeder Punkt M auf der Potenzlinie eines Büschels 
von Kreiden k ist nach üeb. 7 Mittelpunkt eines Kreises c, welcher 
die Kreise Je rechtwinklig schneidet. Der Radius dieses Kreises 
c ist die gemeinsame Länge der Tangenten, welche von M an 
die Kreise k des Büschels gezogen sind. 

ß) Umgekehrt schneidet auch jeder Ejreis k des Büschels 
alle Kreise c rechtwinklig. Die Tangenten, welche von dem 
Mittelpunkte des £[reises k an die Ejreise c gezogen sind, sind 
dem Eadius des Ejreises k gleich. 

y) Die .Kreise c bilden eiaen Büschel, von welchem die 
Centrale der Büreise k Potenzlinie ist. 

d) Wenn die Kreise k durch zwei feste Punkte gehen, so 
stellen dieselben Punkte zwei der Kreise c vor, welche zu Punkten 
zusammengeschrumpft sind. Der Büschel der Kreise c bildet als- 
dann auf seiner Centralen eine involutorische Reihe mit Doppel- 
punkten und die Kreise dieses Büschels schneiden sich nicht. 

e) Wenn die Kreise k sich nicht schneiden, so gehen die 
Kreise c durch zwei feste Punkte auf der Centralen der Kreise k. 
Diese Punkte sind die Doppelpunkte der durch die Kreise k auf 
ihrer Centralen gebildeten involutorischen Reihe. 



üebnngen zu Abschnitt III (Pol und Polare). § 3. 

1) Alle Kreise, in Bezug auf welche die Gerade p Polare 
des Punktes P ist, bilden einen Büschel. 

Andeutung. Die Mittelpunkte der Kreise liegen auf der 
Geraden PM (Fig. 11 auf Seite 13 des Anhanges), welche von P 
senkrecht auf p gefällt ist. Jeder der gesuchten Kreise muss 
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also PM schneiden. Es entsteht eine involutorische Eeihe mit 
den Doppelpunkten M und P. Die Punkte P und M stellen selbst 
zwei in Punkte zusammengeschrumpfte Kreise des Büschels vor. 

2) Ein Kreis h und eine Gerade a bestimmen einen Büschel 
von Kreisen. Wenn a den Kreis Je nicht trifft, so schneidet kein 
Kreis des Büschels den andern. Die auf der Centrallinie des 
Büschels entstehende involutorische Reihe hat alsdann Doppelpunkte. 
Man gebe Punkte an, welche in Bezug auf alle Kreise des Büschels 
dieselbe Gerade als Polare haben. 

3) Einen Kreis so zu zeichnen, dass die Gerade p Polare 
des Punktes P ist und dass dieser Kreis 

cc) seinen Mittelpunkt auf einer gegebenen Geraden hat, 

ß) durch einen gegebenen Punkt geht, 

y) einen gegebenen Radius hat, 

S) eine gegebene Gerade berührt. 

Andeutungen, a) Der Mittelpunkt bestimmt sich als Schnitt 
zweier Geraden. Weiterhin handelt es sich um die Construction 
einer mittleren Proportionalen. jS) Es handelt sich zuerst um die 
Construction eines vierten harmonischen Punktes. Alsdann kennt 
man 2 Punkte des Kreises und weiss, dass der Mittelpunkt auf 
einer gewissen Geraden liegt, y) Der gesuchte Kreis schneidet 
die Gerade FM in Fig. 11 auf Seite 13 des Anhanges in 2 Punkten 
A und B, Um ihren Abstand von der Mitte der Strecke PM 
zu finden, benütze man die Aufgabe: Zwei Strecken zu finden, 
wenn ihre Differenz und die mittlere Proportionale bekannt sind. 
(Siehe die Uebungen G. I, § 9, Ueb. 17 13.) S) Es handelt sich zuerst 
um die Construction eines vierten harmonischen Strahles. Als- 
dann kennt man 2 Tangenten des Kreises und weiss, dass sein 
Mittelpunkt auf einer gewissen Geraden liegt. 

4) Einen Kreis so zu zeichnen, dass die Gerade j? Polare 
des Punktes P ist und dass die Polare eines andern Punktes g 
mit einer gegebenen Geraden parallel ist. 

Andeutung. Man findet den Mittelpunkt als Schnittpimkt 
zweier Geraden. 

Ö) Ein Punkt P innerhalb und eine Gerade g ausserhalb 
eines Kreises ist gegeben. Man soll 

a) einen Punkt auf g suchen, so dass die Polare desselben 

durch P geht, 
j8) eine Gerade durch P so ziehen, dass ihr Pol auf g liegt. 

6) Welches ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, in 
welchen die Verbindungslinien der Punkte einer gegebenen Geraden 
mit dem Mittelpunkte von den Polaren dieser Punkte getroffen 
werden? 
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7) Der Pol jedes Dm'chmessers ist ein unendlich femer Punkt. 

8) Die Polare eines unendlich fernen Punktes ist ein Durch- 
messer. 

9) Die Gesammtheit aller unendlich fernen Punkte der Ebene 
ist der geometrische Ort derjenigen Punkte, welche dem Mittel- 
punkte conjugirt sind. (Die Polare des Mittelpirnktes ist die un- 
endlich ferne G-erade.) 

10) Wenn man auf jedem von zwei Durchmessern ein Paar 
conjugirter Punkte bestimmt, so liegen diese Punkte auf einem 
Kreise. 

11) Ein Kreis ^, welcher einen Durchmesser eines gegebenen 
Kreises ä' in conjugirten Punkten schneidet, trifft auch jeden 
andern Durchmesser von Ic in conjugirten Punkten. 

12) Der Kreis A; in 11) schneidet den gegebenen Kreis h' 
rechtwinklig. 

13) Wenn zwei Kreise einander rechtwinklig schneiden, so 
wird jede Secante der Kreise, welche durch den Mittelpunkt von 
einem der beiden Kreise geht, von diesen Kreisen in vier har- 
monischen Punkten geschnitten. 

14) Schneiden sich zwei Kreise rechtwinklig, so ist die ge- 
meinsame Sehne derselben die Polare eines jeden der Mittelpunkte 
in Bezug auf den andern Kreis. 

15) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch einen Punkt 
geht und zwei gegebene Kreise rechtwinklig schneidet. 

Andeutung. Wende 12) zweimal an. 

16) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch einen gegebenen 
Punkt geht, eine gegebene Gerade berührt und einen gegebenen 
Kreis rechtwinklig schneidet. 



üebnngen zu Absclmitt IV (Krelsberülinmgen). § 4. 

1) C7 imd 0' seien die Mittelpunkte zweier Kreise mit den 
Eadien r und r\ Man soll die Theile x und y bestimmen, in 
welche der Abstand d durch den innem Aehnlichkeitspunkt ge- 
theilt wird. 

Andeutung, x und y verhalten sich wie r : r', so dass 
man setzen kann: äj == m . r , y ^= m ,r\ Aus x -];- y = d be- 
stimmt sich sodann m und man erhält 

d , d 

x = r • — i — 7 , y = r • — , — -, • 
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2) Man lasse den einen Kreis zum Punkte C zusammen- 
schrumpfen, indem man den Radius unendlich klein werden ISsst. 
Alsdann wird auch x unendlich klein. Der innere und in Folge 
dessen, wie leicht zu sehen, auch der äussere Aehnlichkeitsponkt 
fällt mit dem Punkte G zusammen. 

3) Man lasse den Mittelpunkt C auf der Centralen beider 
Kreise in unendliche Ferne rücken, indem man gleichzeitig r 
und d um dieselbe Grösse z zunehmen lässt und z einen unendlich 
grossen Werth beilegt. Dann geht der Werth von-a; in r über. 
Um hieraus zu schliessen, dass beide Aehnlichkeitspunkte auf 
dem Kreise um G liegen und die Endpunkte des in die Centrale 
fallenden Durchmessers sind, ist noch zu bedenken, dass die 
beiden Aehnlichkeitspunkte mit G und G' vier harmonische Punkte 
bilden. Da G' unendlich fem ist, so halbirt G den Abstand der 
beiden Aehnlichkeitspunkte. ' 

4) Hieraus schUesst man: Wenn eine Gerade a als Kreis 
mit unendlich grossem Halbmesser gesehen wird, so kann man 
von den Aehnlichkeitspunkten dieser Geraden und eines Kreises 
h sprechen. Dieselben sind die Endpunkte desjenigen Durch- 
messers in 6, welcher auf der Geraden & senkrecht steht. Man 
übersieht auch, dass jeder dieser Punkte als äusserer oder innerer 
Aehnlichkeitspunkt aufgefasst werden kann, je nachdem man den 
Mittelpunkt des unendlich grossen Kreises rechts oder links in 
unendlicher Feme annimmt. 

5) Einen Kreis zu zeichnen, welcher die gegebenen Kreise 
a Tind h berührt und zwar den ersten in dem gegebenen Punkte A, 

Andeutung. Es gibt 2 solche Kreise. Derjenige, welcher 
a und h gleichartig berührt, trifft 6 in dem Punkte B^ welcher 
zu A flir den äussern Aehnlichkeitspunkt invers ist (§14 b). 

6) Wenn man von einem Punkte der Potenzlinie zweier 
Kreise Tangenten an die letzteren zieht, so sind die Berührungs- 
punkte für den Innern oder äussern Aehnlichkeitspunkt invers. 

Andeutung. Vergleiche § 13 b, 2 und § 14 b. 

7) Wenn man in den Schnittpunkten zweier Kreise mit 
einem äussern Aehnlichkeitsstrahl derselben Tangenten an die 
Kreise zieht, so bilden sie ein Parallelogramm. Zwei Ecken des- 
selben liegen auf der Potenzlinie und die übrigen auf den Polaren 
des äusseren Aehnlichkeitspunktes in Bezug auf jeden der Kreise. 

8) Wenn zwei Kreise a und & von einem dritten Tc recht- 
winklig geschnitten werden, so sind die Schnittpunkte paarweise 
invers. 

Andeutung. Die Schnittpunkte sind Berührungspunkte von 
Tangenten, welche aus dem Mittelpunkte von h gezogen sind. 
Wende § 2, Ueb. 7 und § 14 b an. 
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9) Wenn zwei Kreise a und h von einem dritten Ä recht- 
winklig geschnitten werden, so sind die Schnittpunkte Ecken 
eines vollständigen Vierecks, in welchem zwei Nebenecken mit 
den Aehnlichkeitspunkten von a und h zusammenfallen^ während 
das dritte Nebeneck auf der Potenzlinie dieser Kreise gelegen ist. 

Andeutung. Verwende Fig. 9, wo die Kreise a und h 
von dem Bereise k rechtwinklig geschnitten werden. Die Punkte 
P^ und Pg sind nach Ueb. 8 inverse Punkte von a und &. Dass 
JP^P^ durch den Innern Aehnlichkeitspunkt von a und & geht, 
erkennt man daraus, dass der Kreis, welcher a in P^ und h in 
P2 berührt, eine ungleichartige BerühruAg vollzieht. Ebenso er- 
kennt man, dass P4P5 durch denselben innem Aehnlichkeitspunkt 
von a und h geht. Nach Ueb. 8 sind auch Pj und Pg inverse 
Punkte der Kreise a und &. Der Kreis, welcher a in i\ und h 
in P5 berührt, wird eine gleichartige Berührung beider Kreise 
vollziehen. P1P5 geht also durch den äussern Aehnlichkeitspunkt 
von a und h. Das Gleiche thut die Gerade P2P4. Was die 
Geraden PiP4 und P2P5 betriflPt, so sind beide sowohl für den 
innem als auch für den äussern Aehnlichkeitspunkt invers und 
müssen sich auf der Potenzlinie von a und & schneiden, 

10) Wenn die Ecken P^, F^i^z^ ' - ^^ eines Sechsecks auf 
einem Kreise liegen, so liegen die Schnittpunkte gegenüberliegender 
Seiten auf einer Geraden. (Satz von Pascal.) 

Andeutung. Lege durch die gegenüberliegenden Ecken P^ 
und P4 (Fig. 9) einen Kreis a, durch Pg und P5 einen Kreis 1) 
und durch Pg und Pg einen Kreis c, so dass der gegebene Kreis 
von a, hj c rechtwinklig geschnitten wird. Der Schnittpunkt Q 
von P1P2 und P4P5 ist dann ein Aehnlichkeitspunkt von a und 
J). Der Schnittpunkt B von P2P3 und P^Pq ist ein Aehnlichkeits- 
punkt von h und c, und endlich ist der Schnittpunkt S von P3P4 
und PqPi ein Aehnlichkeitspunkt von c und a (Ueb. 8). Es ist 
nur noch zu zeigen, dass diese drei Aehnlichkeitspunkte solche 
sind, welche nach § 14 a auf einer Geraden (AehnHchkeitsaxe 
der drei Kreise a, &, c) liegen. Der allgemeine Beweis hiervon 
ist durch Üebung 11) vermittelt. Hier wollen wir nur sehen ,wie 
sich die Behauptung für die specielle Figur 9 nachweisen lässt. 
Dass Q der innere Aehnlichkeitspunkt von a und h ist, wurde 
schon in Ueb. 9 gezeigt; gerade so findet man aber, dass B der 
innere Aehnlichkeitspunkt von h und c, 8 dagegen der äussere 
Aehnlichkeitspunkt von c und a ist. Q, B^ S liegen also nach 
§ 14 a auf einer Geraden. 

11) Es sei vorausgesetzt, dass die Punkte Pj, P2, P3, . . Pg 
in dieser Eeihe aufeinander folgen, wenn man in einer be- 
stimmten Drehungsrichtung um den £j:eis 7c herumgeht. Man 
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soll beweisen, dass die Punkte Q, B, Sy welche nach den letzten 
Uebungen Aehnlichkeitspunkte von je zweien unter den Kreisen 
a^ hy c sind, immer auf einer Geraden (Aehnlichkeitsaxe) liegen. 

Andeutung. Man denke sich die Bogen PiP^^ P^Pb^ P^Pq 
in der Drehungsrichtung PiP^Vz - - ' gemessen. Wenn die Bogen 
2)ii?4 und p^Ph gleichzeitig kleiner oder gleichzeitig grösser als 
180 Grad sind, so ist Q der innere Aehnlichkeitspunkt der Kreise 
a und h. Ist aber einer dieser Bogen kleiner und der andere 
grösser als 180®, so ist Q der äussere Aehnlichkeitspunkt von 
a und &. Nachdem man sich hiervon überzeugt hat, denke man 
sich die Bogen, welche grösser als 180® sind, durch +> ^i®' 
jenigen, welche kleiner als 180® sind, durch — bezeichnet. Eine 
Zeichenfolge wird nach dem eben Gesagten auf einen innem, ein 
Zeichenwechsel auf einen äussern Aehnlichkeitspunkt führen. Wir 
betrachten zuerst den Fall, wo den Bogen P1-P4, ^2^5» ^s^e 
allen das gleiche Zeichen (beispielsweise das negative Zeichen wie 
in Fig. 9) zukommt. 

Die Linienpaare, welche zum Schnitt kommen, sind: 

F^F^ und F^F^, F^F, und F,F,, F^F^ und F^F,. 

Die zu vergleichenden Paare von Bogen sind: 

1) . . . F^F^ und P2P5, P2P5 und F^F^, F^F^ und F^F^, 

Die Zusammenstellungen von Vorzeichen, welche diesen Bogen 
entsprechen, sind: 

— und — , — und — , — und -|- • 

(Man bedenke hierbei, dass den Bogen P^P^ und P4P1 entgegen- 
gesetztes Vorzeichen zukommt.) Hieraus sieht man, dass zwei 
innere und ein äusserer Aehnlichkeitspunkt vorhanden sind, welche 
auf einer Aehnlichkeitsaxe liegen. Betrachten wir noch zweitens 
den Fall, wo die Vorzeichen der Bogen P1P4, F^F^^ ^z^e ^^ 
wechseln, beispielsweise — , +? — seien. Alsdann entsprechen 
den Bogenpaaren in l) folgende Zeichenpaare: 

— und 4" j 4" ^1^^ — j — iiiid 4" • 

Man kommt also hier auf die drei äussern Aehnlichkeitspunkte, 
welche auch auf einer Aehnlichkeitsaxe liegen. 

12^ Wenn die Seiten eines Sechsecks P^, Pg, P3 . . . Pg 
(Fig. 10) einen Kreis berühren, so gehen die Verbindungslinien gegen- 
überliegender Eckpunkte durch einen Punkt (Satz von Brianchon). 

Andeutung. Die Berührungssehnen p^, p^'t • «i^e ^®^ ^^^•• 
punkte sind die Seiten eines Sechsecks, dessen Ecken auf dem 
Kreise liegen, p^ ist die Polare von P^ und p^^ ist die Polare 
von P4 (§ 10 b). Die Gerade P^ P4 hat also den Schnittpunkt 
Q der Geraden p^ und p^ zum Pole (§11 y). Ebenso ist Pg-^s 
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Polare des Schnittpunktes R von P2 und p^ und P^Pß ist Polare 
des Schnittpunktes S von p^ und p^. Da nun nach Uebung 10) 
Q^ B, S auf einer Geraden liegen, so schneiden sich PiP^i P2Pst 
P^Pq in dem Pole dieser Geraden (§11 y). 

13 a) Der Kreis c (Pig .11) wird von den Kreisen a und b 
von aussen berührt. Man soll einen Kreis d zeichnen, der die 
drei gegebenen Kreise berührt. 

Andeutung. Es ist leicht zu sehen, dass der Kreis d beide 
Kreise a und h im Allgemeinen nicht ungleichartig berühren 
kann, ohne von dem Kreise c geschnitten zu werden. Wir haben 
es also mit zwei Kreisen c und d zu thun, durch welche die 
Kreise a und h gleichartig berührt werden. Alsdann muss die 
Potenzlinie oder die gesuchte gemeinsame Tangente von c und 
d durch den äussern Aehnlichkeitspunkt S von a und h gehen. 
(Siehe § 14 b.) Man erhält die zwei Lösungen durch die beiden 
Tangenten SP und 8Q, welche von S sji c gezogen werden 
können. Zu bemerken ist, dass man die Berührungspunkte P 
und Q am leichtesten findet, wenn man über SM als Durchmesser 
einen Kreis zeichnet. 

1 3 j5) Ein Kreis c wird von zwei Kreisen a und b von innen berührt. 
Man soll einen Kreis d zeichnen, welcher a, h, c berührt. 

Andeutung. Man erhält auf dieselbe Weise wie bei 13 a 
zwei Lösungen. 

14) Der Kreis c (Pig. 12) wird durch die Gerade a und 
den Kreis h von aussen berührt. Man soll einen Kreis d zeichnen, 
welcher a^ by c berührt. 

Andeutung, l) Man kann die Aufgabe auf 13) zurück- 
ftlhren, wenn man a als Kreis mit unendlich grossem Halbmesser 
ansieht. Um den Aehnlichkeitspunkt S von a und b zu finden, 
aus dem die Tangenten SP und SQ (siehe 13) zu ziehen sind, 
hat man hier zu bedenken, dass S auf dem Kreise b selbst liegt. 
S wird demnach durch die Gerade AB gefunden, welche zwei 
äussere Aehnlichkeitspunkte verbindet und nach § 14 a auch 
durch den dritten gehen muss. 

15) Ueber der Höhe CD (Fig. 13) eines durch die Gerade 
a und den Kreis b gebildeten Kreisabschnittes ist ein Kreis c 
beschrieben; man soll zu beiden Seiten des letztern noch zwei 
Kreise einzeichnen, welche die Kreise, b und c, sowie die Gerade 
a berühren. 

Andeutung. Man kann die Gerade a als einen Kreis von 
unendlich grossem Badius ansehen, so dass der Kreis c die beiden 
Kreise a und b von innen berührt. Dann hat man einen be- 
sondern Fall von 13 ß vor sich. C und D erscheinen als äussere 
Aehnlichkeitspunkte. Die Gerade CD bestimmt auf b den Punkt 

Müller, Geometrie. I. Anhang. Uebongen. 2 
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S als äussern Aehnlichkeitspunkt von a und h. Durch S müssen, 
wie in 13), die Tangenten an den Kreis c gezogen werden, um 
die Berührungspunkte P und Q mit den gesuchten Bereisen 
zu finden. 

16) Aus einem Punkte der Geraden g (Fig. 14) einen Ereis 
zu zeichnen, welcher die Kreise a und h gleichartig berührt. 

Andeutung. Analysis: Der gesuchte Kreis e und der 
Kreis a bestimmen zwei ähnliche Systeme mit dem (gesuchten) 
Berührungspunkte S als Aehnlichkeitspunkt. In diesen Systemen 
entsprechen sich: 

1) Die Gerade g und die durch das Centrum äzm g gezogene 
Parallele f. 

2) Die Potenzlinie p von a und h und die Polare q des äussern 
Aehnlichkeitspunktes von a und h für den Kreis a (§ 14 d). 

Daraus folgt, dass der Schnittpunkt P von g und p dem Schnitt- 
punkte Q von f und q entspricht P Q ist also ein Aehnlichkeits- 
strahl und tnSt den Kreis h in dem gesuchten Berührungspunkt 
(Aehnlichkeitspunkt). Man erhält im Allgemeinen zwei Lösungen, 
weil PQ iR zwei Punkten S und T schneidet. 

17) Einen Kreifi c zu zeichnen, der zwei Kreise h imd Ic 
und ausserdem eine Gerade a berührt, wenn die Berührung a) 
gleichartig und ß) ungleichartig sein solL 

Andeutung zu a), Analysis. Die Kreise Je und c be- 
stimmen zwei ähnliche Systeme mit dem gesuchten Berührungs- 
punkte S (Fig. 15) als Aehnlichkeitspunkt. In diesen Systemen 
entsprechen sich l) die Polare q des äussern Aehnlichkeitspunktes 
von Je und Je in Bezug auf Je und die Potenzlinie p von Je und 
Je' (§ 14 d), 2) die Gerade a und eine zu a parallele Tangente 
b des Kreises Je. Dadurch entspricht in diesen ähnlichen Systemen 
der Schnittpunkt H von a und p dem Schnittpimkte G von h 
und q. Die Gerade HG- muss als Aehnlichkeitsstrahl durch den 
gesuchten Berühnmgspunkt /S gehen. Die Construction spreche 
man hiemach selbst aus. Weil HG den Kreis im Allgemeinen 
in zwei Punkten trifft, so erhält man zwei Lösungen. Die zwedte 
Tangente des Kreises A;, welche parallel zu a gelegt werden 
kann, liefert abermals zwei Lösungen. Somit hat man vier Lösungen 
für die gleichartige Berührung und eben so viele für die un- 
gleichartige Berührung (Au%abe /3), für welche man die Polare 
des innem Aehnlichkeitspunktes von Je und Je verwendet. 

18) Einen Kreis c zu zeichnen, welcher durch den Punkt Je 
(Fig. 16) geht und den Kreis Je sowie die Gerade a berührt. 

Andeutung. Die Auflösung stimmt mit derjenigen von 17) 
überein, wenn man Je als Kreis von verschwindend kleinem Radius 
betrachtet. Die Gerade q in 17) ist hier nichts als die Polare 
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des Punktes h fttr den Kreis k\ Die Gerade jp in 17) ist hier 
diejenige Gerade, welche die vom Punkte Jb bis zum Kreise Ic 
reichenden Tangentenabschnitte halbirt. 

19) Einen Kreis c zu zeichnen, welcher drei gegebene Eireise 
Ä:, ä', ä" berührt. Dabei werden folgende 4 Fälle unterschieden: 

a) i und Je sollen gleichartig berührt werden; 

h und k" sollen ebenfalls gleichartig berührt werden; 

dann werden auch k' und k" gleichartig berührt. 
ß) k und k' sollen gleichartig berührt werden; 

k und k" sollen ungleichartig berührt werden; 

dann werden auch k' und k'^ ungleichartig berührt. 
y) k und k^ sollen ungleichartig berührt werden; 

k und k" sollen gleichartig berührt werden; 

dann werden k' und k" ungleichartig berührt. 
d) k und k' sollen ungleichartig berührt werden; 

k und ä" soUen ungleichartig berührt werden; 

dann werden k' und k" gleichartig berührt. 

Andeutung zu a), Analysis. Der Kreis k und der ge- 
suchte Kreis c bestimmen zwei ähnliche Systeme mit dem Be- 
rührungspimkt 8 (Fig. 17) als Aehnlichkeitspunkt. In diesen 
ähnlichen Systemen entsprechen sich: 

1) Die Polare q des äusseren Aehnlichkeitspunktes von k und 
k' für den Bereis k und die Potenzlinie p' von k und k' (nach 
§ 14 d, weil k tind k' von c gleichartig berührt wird), 

2) Die Polare q' des äusseren Aehnlichkeitspunktes von k und 
Jk" fttr den Kreis k und die Potenzlinie p' von k und k'\ 

Daraus folgt, dass in diesen Systemen dem Schnittpunkte P von 
p und jp" der Schnittpunkt Q von q und g" entspricht. QP 
ist also ein Aehnlichkeitsstrahl und geht durch den gesuchten 
AehnHchkeitspirnkt oder Berührungspunkt S. Die Construction 
kann man hiemach selbst aussprechen. Man erhält (im Allge- 
meinen) zwei Kreise, weil PQ den Kreis k in zwei Punkten trifft, 
welche beide als Berührungspunkte angenommen werden können. 
Der Analysis zu Folge werden hier die äussern Aehnlichkeits- 
punkte von %, k^ und von %, k"^ verwendet. Man kommt auf 
die gleichen Lösungen, wenn man die äussern Aehnlichkeitspunkte 
von Uh'' und k'k oder wenn man die äussern Aehnlichkeits- 
punkte von jb" U und k'^k verwendet. Diese drei äussern Aehnlichkeits- 
punkte liegen auf einer Aehnlichkeitsaxe. In derselben Weise 
kommen bei den Fällen j3), y), 6) Aehnlichkeitspunkte vor, welche 
bezüglich auf einer der drei übrigen Aehnlichkeitsaxen liegen. 
Es folgt nun noch die Andeutung zum Beweise der zu a) ge- 
hörigen Construction: Der Kreis c sei so construirt, dass er mit 

2* 
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dem Kreise h den Punkt S zum AebnlicbkeitBpunkte bat und zu- 
gleicb in den äbnlicben Systemen beider Kreise die Geraden p 
und q sieb entsprechen (üebungen zu Gr. I, § 8, Ueb. 30 /5). Der 
Kreis c muss alsdann den Kreis k im Punkte 8 berühren 
(üebungen zu G. I, § 8, üeb. 27) und muss auch nach § 14 e 
den Kreis Ic so berühren, dass die Berührung von h und Tc eine 
gleichartige ist. Nun entsprechen sich auch die Punkte P und 
Q als Schnitte dieser Geraden mit einem Aehnlichkeitsstrabl. 
Ferner entsprechen sich die Geraden j>" und q\ weil sie durch 
entsprechende Punkte gehen und parallel sind. Weiter folgt aber 
aus § 14 e, dass c den Kreis "k" auch berührt und zwar so, dass 
"k und ä" gleichartig berührt werden. 

20) Einen Kreis zu zeichnen, welcher die Kreise k imd fe" 
(Fig. 18) gleichartig berührt und durch den Punkt k' geht. 

Andeutung. Die Auflösung geht aus 19) hervor, wenn 
man dem Kreise k' einen verschwindend kleinen Badius zu- 
schreibt, p' und q haben vollkommen dieselbe Bedeutung wie 
in 19). q stellt hier die Polare des Punktes ä' für den Kreis 
k vor. p ist diejenige Gerade, welche die vom Punkte k' an 
den Kreis k reichenden Tangentenabschnitte halbirt. 

21) Einen Kreis c zu zeichnen, welcher durch die Punkte k 
und k' geht und den Kreis ä" berührt. 

Andeutung. Die Geraden q und p haben in Fig. 19 die- 
selbe Bedeutung wie in üebung 20). Ausserdem stellt & einen 
Durchmesser des Kreises k vor, welcher mit der Mittelsenkrechten 
der Strecke k' k'' parallel ist. a und h entsprechen sich in den 
ähnlichen Systemen der Kreise c und k. Dem Schnittpunkt P 
von p und a entspricht in diesen Systemen der Schnittpunkt Q 
von q und h. PQ muss also durch den gesuchten Berührungs- 
punkt von k und c gehen (2 Lösungen). 

22) Beispiel der Behandlung unzugänglicher Punkte. 
Es sind drei Kreise k^ k\ k" gegeben, welche ihre Mittelpunkte 
auf der Geraden a (Fig. 20) haben. Man soll einen Kreis c 
zeichnen^ welcher die drei Kreise berührt. 

Andeutung. Die Construction in 19) führt hier nicht zum 
Ziele, weil die dort benützten Potenzlinien und Polaren hier nicht 
zum Schnitt kommen, sondern parallel sind. Man construire 
dennoch wie in 19) die Geraden p\ q und p\ q\ In den ähn- 
lichen Systemen der Kreise k und c (c ist gesucht) entsprechen 
sich alsdann: 

1^ die Geraden q und p% - 

2) die Geraden q' und p'\ 

3) die Gerade a und eine durch den Mittelpunkt von o zu a 
gezogene Parallele h (h ist in der Figur nicht gezeichnet). 
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Folglich entsprechen sich in diesen Systemen die Strecke (jf(jf\ 
welche auf a durch die Geraden q^ q ausgeschnitten wird und 
die Strecke x^ welche auf h durch die Geraden p und p' aus- 
geschnitten wird. Die Strecke x ist aber oflfenbar gleich J^ F^' 
in der Figur. Wenn nun ^^' und P'P" entsprechende Strecken 
sind, so müssen die Radien der Kreise Ä und c sich wie ö'ö": F^P" 
verhalten. Um den Eadius von c zu finden, errichte man in dem 
Endpunkte (j[ von qfqf' die Senkrechte qfY = JP^K und ziehe 
(j[' F. Errichtet man femer in dem Endpunkte des Radius 
SO eine Senkrechte und schneidet sie in R mit der zu ^' Y ge- 
zogenen Parallelen 8By so ist CR der Radius des Kreises c. 
Der Mittelpunkt von c wird nun nach § 2, Ueb. 41 d der 
Uebungen zu G. I gefunden. 



üebiingen zu Abschnitt V (Ellipse, Hyperbel und Parabel). § 5. 

1) Man soll zeigen, dass jede durch den Mittelpunkt M 
(Fig. 21) einer Ellipse gezogene Gerade die Ellipse in zwei 
Punkten schneiden muss. 

Andeutung. Für den Punkt M ist MF + MF' gleich der 
doppelten Excentricität der Ellipse, also kleiner als die grosse Axe. 
Wenn der Punkt M sich in der Richtung MN bewegt, so wächst 
MF-^-MF' fortwährend (Uebungen zu G. I, § 2, Ueb. 20) 
und zwar über alle Grenzen. Dabei muss es einmal vorkommen, 
dass MF + MF' der grossen Axe gleich wird, so dass auf der 
Richtung MN ein Punkt der Ellipse gelegen ist. 

2) Man soll untersuchen, welche unter deadurch den Mittelpunkt 
Jf (Fig. 22) einer Hyperbel gezogenen Geraden die Hyperbel treffen. 
Dabei verwende man folgenden Satz : Wenn ein Punkt vom Fass- 
punkte B (Fig. 23) der Senkrechten AB weg sich in der Richtung 
BC bewegt, so wächst die schiefe Entfernung dieses Punktes 
von A um so schneller, je weiter der Punkt von B entfernt ist 
Qedoch nicht proportional mit dieser Entfernung). Um dies ein- 
zusehen, seien CD und JPö^ zwei an verschiedenen Stellen G 
und F angetragene Zunahmen des von dem bewegten Punkte 
durchlaufenen Weges. Man nehme OB = FG. Die zu CD ge- 
hörige Zunahme der schiefen Strecke AC findet man durch einen 
um A mit dem Radius \AC7 beschriebenen Kreisbogen CE. Diese 
Zunahme ist ED. Analog wird sich die zu FQ- gehörige Zu- 
nahme der schiefen Strecke AF ergeben; sie ist HO- gleich. 
Wir setzen nun die Strecken CD und FG- so klein voraus, dass 
die Kreisbogen CE und FH als gerade Strecken angesehen 
werden können. Alsdann haben wir zwei rechtwinklige Dreiecke 
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CED und FHG mit gleicher Hypotenuse su vergleichen. Da 
Winkel EBC> HGF (G. I, § 13 b), so ist die Kathete ED 
kleiner als die Kathete HQ (Uebungen zu G. J, § 2, Ueb« 19), 
woraus die Behauptung folgt. 

Andeutung. Man denke sich einen Punkt von Jlf (Fig. 22) 
aus in Bewegung nach der Richtung MN. Die Normalen FF 
und F'Q sind gleich. Für den bewegten Punkt, wächst der Ab- 
stand NF schneller als NF^ ^ weil N von P weiter entfernt ist 
als von Q. Wenn nun in der Differenz MF — MF' der Minuend 
schneller wächst als der Subtrahend, so nimmt diese Differenz 
immer zu. Hieraus darf man aber noch nicht schliessen, dass diese 
Differenz über alle Grenzen wächst und einmal der Hauptaxe der 
Hyperbel gleich werden müsse. Lässt man nämlich ^ bis in un- 
en^che Feme rücken, wobei NF und NF^ sich den Lagen FK 
und F'jBT der zu MN gezogenen Parallelen unbegrenzt nähern, 
so wird der Kreisbogen F' B nach und nach zu der geradlinigen 
Strecke JP'O, welche auf FK senkrecht steht. Die Differenz 
NF — NF' hat alsdann als Maximum die Grösse FC erreicht 
und die Gerade hat mit der Hyperbel 1) einen in endlicher 
Entfernung gelegenen Punkt oder 2) den unendlich fernen Punkt 
auf MN oder 3) gar keinen Pimkt mit der Hyperbel gemein, 
je nachdem dieses Maximum FC grösser, gleich oder kleiner als 
die Hauptaxe der Hyperbel ist. Man zeichne nun über der doppelten 
Excentricität FF' (Fig. 24) ein bei D rechtwinkliges Dreieck, 
welches die Kathete FD der Hauptaxe gleich hat. Dann ist die 
zu D^ gezogene Parallele MG eine Asymptote der Hyperbel, 
weil sie nach dem Vorhergehenden mit der Hyperbel nur den 
unendlich fernen Punkt genteinsam hat. Verändert sich das recht- 
winklige Dreieck FDF' so, dass der Winkel bei F abnimmt und 
daher die Kathete FD grösser als 2 a wird (Uebungen zu G. I, 
§ 2, Ueb. 19), so muss die zu FD gezogene Parallele MG- die 
Hyperbel schneiden (in 2 zu itf symmetrischen Punkten). Wächst 
dagegen jener Winkel, so wird FD kleiner als 2 a und MG 
trifft die Hyperbel gar nicht. Wir haben also das Resultat: 
Alle Strahlen des Büschels Jf , welche mit FF' kleinere (spitze) 
Winkel machen als die Asymptoten, schneiden die Hyperbel; alle 
Strahlen, welche mit FF' grössere (spitze) Winkel machen als 
die Asymptoten, treffen die Hyperbel gar nicht. Für die Asymptoten 
fallen die beiden. Schnittpunkte in den einen unendlich fernen 
Punkt derselben (G. I, § 9 d), sie sind also den Tangenten zu- 
zurechnen. 

3) Zu zeigen, dass jede zur Axe der Parabel parallele Gerade 
l die Parabel in einem einzigen Punkte trifft. 

Anmerkung. Wenn man die Parabel als geometrischen 
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Ort derjenigen Punkte auffasst, für welche das Verhältniss der 
Abstände von Leitlinie und Brennpunkt gleich 1 sei, so ergibt 
sich, dass auch der unendlich ferne Punkt der Geraden l als 
Parabelpunkt angesehen werden kann. 

4) Der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller Kreise 
c, welche einen Kreis k mit dem Mittelpunkte F und dem Radius 
r berühren und durch einen innerhalb k gelegenen Punkt F' 
gehen, ist eine Ellipse, welche F und F' zu Brennpunkten und 
r zur grossen Axe hat. 

Andeutung, q sei der Radius und Jlf der Mittelpunkt eines 
der Kreise c. Dann hat man MF»=or — q und MF' s= q. 
Demnach ist MF + MF' =« r , worin der Beweis gelegen ist. 

5) Die Mittelsenkrechten der Strecken, weiche den Punkt 
1^ in 4) mit den Pimkten des Kreises k verbinden, sind die 
Tangenten der Ellipse in 4). 

6) Eine gegebene Ellipse als geometrisch^i Ort nach 4) 
darzustellen. 

7) Auf welche Kreisaufgabe wird man geführt, wenn für 
die Ellipse in 4) der Schnittpunkt mit einer durch F gezogenen 
Oeraden gesucht werden soll (siehe die Uebungen zu 6. I, § 2, 
Ueb. 43 a). 

8) Die Schnittpunkte einer Geraden g mit der Ellipse in 
4) zu suchen. 

Andeutung. Mui hat nach denjenigen Kreisen zu suchen, 
welche durch F' gehen, A; berühren und ihren Mittelpunkt auf 
g haben« Diese Kreise müssen auch durch den Punkt G gehen, 
welcher für g als Axe zu F' symmetrisch ist. Solcher Kreise 
(welche durch F' und C gehen und k berühren), gibt es zwei, 
wenn C inneiiialb ^ gelegen ist (siehe § 2, TJeb. 8), und man 
hat in diesem Falle zwei Schnittpunkte yon g und der Ellipse. 
Kommt aber C auf k zu liegen, so fiedlen jene Kreise zusammen 
und man hat eine Gerade vor sich, welche die Ellipse in zwei 
zusammenfall^iden Punkten trifft (Tangente). Liegt aber C ausser- 
halb ky so existirt gar kein Kinais dieser Art \md die Ellipse 
wird von g nicht getroffen. Man sieht daraus, dass die in § 17 a 
des Anhüiges genannten Gerad^a die einzigen Tangent^i der 
Ellipse sind. 

9) Der geometrische Ort ffir die Mittelpunkte aller Kreise 
c, welche einen Kreis k mit dem Mittelpunkte F und dem Radius 
r berühren und durch einen aussmiialb k gelegenen Punkt F' 
gehen, ist eine Hyperbel, welche F und F' zu Brennpunkten 
und r zur Hauptaxe hat. 

Andeutung. ^ sei der Radius und Ifder Mittelpunkt eines 
der Kreise c. Dann hat man: MF^^^^r -\- q und MF' =^ q. 
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Demnacli ist MF — MF' = r, worin der Beweis liegt. Man 
erhält den einen Ast der Hyperbel durch die Kreise, welche aus- 
schliessend berühren und den andern Ast durch die Kreise, welche 
einschliessend berühren. Die von i^' an Ä; gezogenen Tangenten 
können als Kreise von unendlich grossen Radien gedacht werden. 
Sie liefern zwei unendlich ferne Punkte der Hyperbel und trennen 
die Schaar der Kreise, welche ausschliessend berühren, von den- 
jenigen, welche einschliessend berühren. In der That hat man 
auch die beiden Aeste der Hyperbel als in den unendlich fernen 
Punkten zusammenhängend anzusehen. 

10) Die Mittelsenkrechten der Strecken, welche den Punkt 
F' in 9) mit den Punkten des Kreises k verbinden, sind die 
Tangenten der Hyperbel in 9). 

11) Auf welche Kreisaufgabe wird man geführt, wenn für 
die Hyperbel in 9) der Schnittpunkt mit einer durch F gezogenen 
Geraden gesucht werden soll (siehe tlie Uebungen zu G. I, § 2, 
Ueb. 43 a). 

12) Eine gegebene Hyperbel als geometrischen Ort nach 
9) darzustellen. 

13) Die Schnittpunkte einer Geraden g mit der Hyperbel 
in 9) zu suchen. 

Andeutung. Die Lösung geschieht ganz wie bei Ueb. 8). 
Man erhält zwei getrennte Punkte, zwei zusammenfallende Punkte 
oder keine solche, je nachdem der für die Axe ^ zu ^ symmetrische 
Punkt ausserhalb A;, auf Je oder im Innern von Je gelegen ist. 
Im mittleren Falle ist g eine Tangente der Hyperbel. Man sieht, 
dass die in § 20 a des Anhanges aufgeführten Geraden die 
einzigen Tangenten der Hyperbel sind. 

14) Der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller Kreise 
c, welche eine Gerade l berühren und durch einen Punkt F 
gehen, ist eine Parabel, welche l zur Leitlinie und F zum Brenn- 
punkte hat. 

Andeutung. M sei der Mittelpunkt und q der Radius 
eines solchen Kreises. Die Entfernungen des Punktes M von l 
und F sind beide gleich q. 

15) Auf welche Kreisaufgabe wird man geführt, wenn für 
die Parabel in 14) der Schnittpunkt mit einer Normalen zur 
Leitlinie gesucht werden soll (siehe die Uebungen zu G. I, § 2, 
Ueb. 38). 

16) Die Schnittpunkte einer Geraden g mit der Pai^abel in 
14) zu suchen. 

Andeutung. Man hat nach denjenigen Kreisen c zu fragen, 
welche l berühren, durch F gehen und den Mittelpunkt auf g 
haben. Diese Kreise gehen auch durch den Punkt C7, welcher 
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für die Axe ^ zu J^ symmetrisch ist. Solcher Kreise (welche 
durch F und C gehen und l berühren) gibt es nach den Uebungen 
zu G. I, § 9, üeb. 29 zwei, wenn C mit F auf derselben Seite 
von l gelegen ist und man hat in diesem Falle zwei Schnitt- 
punkte Yon g mit der Parabel. Kommt aber C auf l zu liegen, 
so fallen jene beiden Kreise zusammen und man hat eine Gerade 
g vor sich, welche die Parabel in zwei zusammenfallenden Punkten 
trifft (Tangente). Liegen aber C und F auf verschiedenen Seiten 
von 2, so erhält man gar keinen Kreis der Art und g trifft die 
Parabel nicht. Man sieht daraus, dass die in 23 a des Anhanges 
aufgeführten Geraden die einzigen Tangenten der Parabel sind. 

17) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
M aller Kreise c, welche zwei gegebene Kreise Ic und k' gleich- 
artig berühren, wenn 

Ic von Je eingeschlossen wird, .... (Ellipse); 
Ic und h' sich schneiden, .... (Hyperbel); 
/) Tc und Tc sich ausschliessen. .... (Hyperbel). 

Andeutung, a) Hier ist nur eine Berührung von innen 
möglich, c (Fig. 25) sei einer der berührenden Kreise mit dem 
Mittelpunkte M und dem Eadius q. Dann ist MF' =r — q 
und MF=q — r', daher MF" -\' MF = r' — r-, r —r ist 
die grosse Axe der Ellipse. 

j3) r sei der Badius des grösseren Kreises "k. Für diejenigen 
der berührenden Kreise, welche ausserhalb k und M oder inner- 
halb k und li liegen, hat man MF — MF' = r — r. Für die- 
jenigen Kreise aber, welche k und ü einschliessen, erhält man 
MF^ — MF =^ r — r'. Man kommt so auf die beiden Zweige 
der Hyperbel. Die Gerade, welche die Berührungspunkte ver- 
bindet, geht durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt von k und 
k\ Die gemeinschaftlichen Tangenten von k und k\ welche durch 
den äusseren Aehnlichkeitspunkt gehen, stellen selbst die Grenz- 
fälle der berührenden Kreise für den ins Unendliche wachsenden 
Badius q vor. Sie bilden zugleich den üebergang von dem einen 
Hyperbelast zum andern. 

18) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
M aller Kreise c, welche zwei gegebene Kreise k und k' un- 
gleichartig berühren, wenn 

k von k' eingeschlossen wird, . . . (Ellipse); 
k und k' sich schneiden, . . . (Ellipse); 
y) k und k' sich ausschliessen . . . (Hyperbel). 

19^ Die Mittelsenkrechten der Berührungssehnen (^^ in 
Fig. 25) in den Kreisen c, welche bei Uebung 17 und 18 be- 
trachtet wurden, sind die Tangenten der von den Mittelpunkten 
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der Kreise c besohriebenen Ellipsen oder Hyperbebu Die Träger 
dieser Berührungssehnen gehen alle durch einen Punkt. 

Andeutung für Hebung 17 a). Die Mittelsenkrechte von 
AB (Fig. 25) geht durch M und halbirt den Winkel ÄMF; 
sie ist also die Ellipsentangente im Punkte M. Die Träger der 
Berührungssehnen AB gehen durch den äusseren Aehnlichkeits- 
punkt der Kreise Jo und Je, 

20) In den geometrischen Oertern 17) und 18) erscheinen 
die Asymptoten als Mittelsenkrechte deijenigen Strecken, welche 
auf den gemeinsamen Tangenten von Jo und Je liegen und von 
einem Berührungspunkte zum andern reichen. Werden Je und Je' 
von gleichartig berührt, so kommen diejenigen gemeinsamen 
Tangenten in Betracht, welche durch den äussern Aehnlichkeits- 
punkt gehen. Mit Hülfe der in dieser Uebung gemachten Be- 
merkungen kann man augenblicklich übersehen, in welchen der 
sechs in den Uebungen 17) und 18) aufgezählten Fälle Hyperbeln 
zum Vorschein kommen. 

21) Wenn in den Uebungen 17) und 18) einer der Kreise 
Je und U in einen Punkt zusammenschrumpft, so kommt man zu 
den geometrischen Oertern, welche in Uebung 4) und 9) be- 
trachtet wurden. Die Bertüirungssehnen der Kreise c gehen als- 
dann in die Strecken über, welche den einen Brennpunkt mit 
Punkten des um den andern Brennpunkt gezogenen Kreises ver- 
binden. Die Mittelsenkrechten dieser Strecken sind die Tangenten 
der Curve. 

22) Wdches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
M aller Kreise c, welche einen Kreis Je (Mittelpunkt F) und 
eine Grerade g berühren? 

AAdeutung. Dieser geometrische Ort besteht aus zwei 
Parabeln. F ist ihr gemeinsamer Brennpunkt (Fig. 26). Die 
Leitlinien laufen zu beiden Seiten im Abstände r (r ist der 
Radius von Je)- parallel mit der Geraden g. Wenn die Gerade 
den Kreis nicht trifft, wie in Fig. 26, so entsteht die eine 
Parabel durch diejenigen ICreise, welche von k ausgeschlossen 
sind. Der Scheitelpunkt ist in diesem Falle der Mittelpunkt von 
HD. Die andere Parabel entsteht durch diejenigen Kireise, 
welche Je einschliessen. Der Scheitelpunkt ist dann der Mittel- 
punkt von HE. Wenn der Kreis von der Oeraden getroffen 
wird, so gehen beide Parabeln durch die Schnittpunkte. In 
diesem Falle kommen bei jeder der beiden Parabeln sowohl 
Kreise in Betracht, welche von Je ausgeschlossen sind, als auch 
Kreise, welche von Je eingeschlossen sind. Dagegen kommen 
keine Kreise vor, welche den Kreis Je einschliessen. 
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23) Man lasse in den üebungen 17) und 18) den Mittel- 
punkt des einen Kreises auf der Centralen in unendliche Feme 
rücken, während der eine Schnittpunkt dieses Kreises mit der 
Centralen an seiner Stelle bleibt. Der Kreis geht dadurch in 
eine Gerade über, und der in diesen Üebungen betrachtete 
geometrische Ort wird zu einer Parabel. Man beobachte diesen 
Uebergang in jedem der sechs Fälle, welche in Uebung 17) und 
18) aufgeführt sind. 

Andeutung. Für den Fall von IIa stelle man sich vor, 
dass die Gerade g in Fig. 26 dadurch entstanden sei, dass der 
Mittelpunkt F" des Ejreises X;' in 17) nach der rechten Seite in 
unendliche Feme gerückt seL Die Ellipse in 17a geht alsdann 
in eine Parabel über, welche diesem Uebergange zufolge als eine 
Ellipse angesehen werden kann, deren einer Brennpunkt F' in 
imendHcher Feme gelegen ist. Die Kreise c schliessen in diesem 
Falle den Kreis h ein. Wird dagegen der FaQ 18 a) ebenso be- 
handelt, so kommt man zu den Kreisen c, welche g und 7c be- 
rühren, aber von dem Kreise Je ausgeschlossen sind. Betrachten 
wir noch üebung 17 7. Die Gerade g in Fig. 26 denke man 
sich dadurch entstanden, dass der Mittelpunkt F' des Kreises k'^ 
in üebung 17 7^ nach der linken Seite in unendliche Feme ge- 
rückt seL Die Hyperbel von 17 y geht nun in eine Parabel 
übw, welche somit als eine Hyperbel betrachtet werden kann, 
von deren Brennpunkten der eine F' in unendliche Feme ge- 
rückt ist. Die Hyperbel in 17 ^^ besteht aber aus zwei Aesten. 
Dem einen Aste gehören diejenigen Kreise c zu, welche k imd 
Je berühren und von beidai Kreisen ausgeschlossen sind. Diese 
Kreise gehen in Kreise über, welche g und k (Fig. 26) berühren 
und YCMH k ausgeschlossen sind, deren Mittelpiinkte offenbar die- 
jenige Parabel bilden, deren Scheitel im Mittelpunkte von HD 
Fig. 26) gelegen ist. Diejenigen Kreise aber, welche k und k' 
in üebung 17 y) berühren und beide Kreise einschliessen, gehen 
offenbar bei dem uebergange zu Fig. 26 in die eine Gerade über, 
welche kiaE berührt. Der ganze zweite Ast der Hyperbel schrumpft 
also in den unendlich fernen Ptinkt der Parabel zusammen. Man 
weiss aus der Andeutung zu Uebung 17, dass die gemeinsamen 
Tangenten von k und k\ welche durch den äussern Aehnlichkeits- 
punkt dieser Kreise gehen, wenn man sie als Kreise vcm un- 
endlich grossem Badius betrachtet, zu den Asymptoten oder den 
unendlich fernen Punkten der Hyperbel in üebung 17 ^^ führen. 
Diese gemeinsamen Tangenten fallen beim üebengange zu Fig. 26 
auch in die Gerade zusammen, welche k ia E berührt. Man sieht 
hieraus, dass^ wenn die Hyperbel dadurch in die Parabel über- 
geht, disfi ein Brennpunkt in unendUobe Feme rückt, dabei zu- 
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gleich die beiden unendlich fernen Punkte der Hyperbel in einen 
einzigen zusammenfallen. 

24) Eine Ellipse oder Hyperbel zu zeichnen, wenn die beiden 
Brennpunkte und 

a) eine Tangente a, 
ß) ein Curvenpunkt Ä 

gegeben sind (bei ß zwei Lösungen, eine Ellipse und eine Hjrperbel). 

Anmerkung zu üeb. 24). Es gibt unendlich viele Ellipsen 
und Hyperbeln, welche zwei gegebene Punkte F und F' zu Brenn- 
punkten haben (confocale Curven). Eine beliebige unter den 
Ellipsen schneidet keine andere Ellipse, aber sie schneidet alle 
Hyperbeln rechtwinklig. Durch jeden Punkt der Ebene geht eine 
der Ellipsen und eine der Hyperbeln. 

25) Eine Ellipse oder Hyperbel zu zeichnen, wenn ein 
Brennpunkt ^', die Eichtung der grossen Axe und 

a) zwei Tangenten a und &, 

ß) eine Tangente a mit ihrem Berührungspunkt Äj 

y) zwei Curvenpunkte Ä und B (2 Lösungen) 

gegeben sind. 

Andeutung. Bei den üebungen 25) kommt es darauf an, 
die Curve als geometrischen Ort nach 4) oder 9) darzustellen 
und hierzu den Kreis 7c (siehe üebung 4 oder 9) zu bestimmen, 
dessen Mittelpunkt der zweite Brennpunkt F ist. Durch jede ge- 
gebene Tangente ist, wie leicht zu sehen, ein Punkt von k be- 
stimmt. Durch jeden gegebenen Curvenpunkt ist ein Kreis be- 
stimmt, welcher von h berührt werden muss. Zu y) sei noch 
Folgendes bemerkt: Man ziehe durch F' zwei Kreise l und i mit 
den Mittelpunkten Ä und B, Der gesuchte £[reis k muss l und 
i berühren und seinen Mittelpunkt auf dem durch F' gezogenen 
Träger g der grossen Axe haben. Man suche zunächst nach § 4, 
Ueb. 16 denjenigen Kreis k auf, für welchen die Berührungen 
von l und i gleichartig sind. Man hat nach § 4, üeb. 16 in 
dem Kreise l die Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes von 
l und i zu ziehen und diese Gerade mit der durch Ä zvl g ge- 
zogenen Parallelen in Q zu schneiden. Sodann hat man die Potenz- 
linie von l und i mit g in einem Punkte zu schneiden, welcher 
bei § 4, Ueb. 16 P genannt ist. PQ trifft den Kreis l in zwei 
Punkten^ welche Berührungspunkte zweier Kreise k sind, die der 
Aufgabe genügen. Da aber hier P nichts anderes als der Punkt 
F' ist, welcher auf beiden Kreisen l und i liegt, und der Punkt 
F" , als Kreis von unendlich kleinem Badius betrachtet, selbst eine 
dieser beiden Lösungen darstellt, so erhält man ausserdem nur 
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einen Kreis Tc, der l und % gleichartig berührt. Ebenso erhält 
man für die ungleichartige Berührung nur eine Lösung. 

26) Eine Ellipse oder Hyperbel zu zeichnen, wenn ein 
Brennpunkt JP' und 

a) drei Tangenten a, 5, c, 

/S) zwei Tangenten a und h und der Berührungspunkt A von a, 

y) zwei Curvenpunkte A und J? und die Tangente a m A 

(2 Lösungen), 
d) drei Curvenpunkte -4, B, C {A Lösungen) 

gegeben sind. 

Andeutung. Siehe die Andeutung zu üeb. 25. Zu d) 
sei noch Folgendes bemerkt: Ziehe drei Kreise Z, i, w (Fig. 27) 
durch F' um die Mittelpunkte -4, B^ C, Der gesuchte Kreis h 
(Andeutung zu Ueb. 25) muss die Kreise ?, i, w berühren. Die 
Construction dieses Kreises führt also auf § 4, Ueb. 19. Es 
gibt im allgemeinen Falle 4 Paare von Lösungen, entsprechend 
den 4 Fällen a, |3, ;/, ^ in § 4, Ueb. 19). Man hat nach dem 
dort Gesagten einen der Kreise Z, i, w mit der Verbindungs- 
linie zweier Punkte Q und P zu schneiden, um die Berührungs- 
punkte dieses Kreises mit zwei Kreisen zu finden, welche ein 
Paar der Lösungen vorstellen. Der Punkt P ist aber hier durch 
den allen drei Kreisen Z, i, m gemeinsamen Punkt F" dargestellt. 
F' als Kreis von unendlich kleinem Badius betrachtet, stellt in 
jedem Paare von Lösungen eine dieser Lösungen dar. Man er- 
hält also nur vier Kreise, welche 7, i, m berühren. Ihre Mittel- 
punkte können als Lagen des 2^*^ Brennpunktes angenoiomen 
werden und sind in Fig. 27 alle mit F bezeichnet. Man er- 
kennt, dass in Fig. 27 eine Ellipse und drei Hyperbeln als 
Lösungen erhalten werden. 

27) Eine Parabel zu zeichnen, wenn der Brennpunkt, die 
Axenrichtung und 

et) eine Tangente, 
p) ein Curvenpunkt 
gegeben sind. 

28) Eine Parabel zu zeichnen, wenn der Brennpunkt und 

«) zwei Tangenten, 

ß) eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte, 

y) zwei Curvenpunkte (2 Lösungen) 

gegeben sind. 

Andeutung zu y). Die Leitlinie muss zwei leicht zu be- 
stimmende Kreise berühren. 

29) Eine Parabel zu zeichnen, wenn die Leitlinie und 
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«) zwei Curyenpnnkte (2 Lösungen), 

ß) ein CmreDpnnkt und die zugehörige Tangente^ 

y) zwei Tangenten 

gegeben sind. 

30) Welches ist der geometrische Ort für die Durchschnitts- 
punkte je zweier Badien zweier Kreise Je und k\ wenn diese 
Eadien nach Punkten gezogen sind, welche 

a) für den innem Aehnlichkeitspunkt von k und k' invers 

sind, 
ß) für den äussern AehnHchkeitspunkt von k und k' invers sind. 
Andeutung. Diese geometrischen Oerter fallen mit den- 
jenigen von Uebung 17) und 18) zusammen. 

31) Wo befinden sich die Scheitelpunkte der grossen Axe 
bei denjenigen Ellipsen oder Hyperbeln, welche die geometrischen 
Oerter in Uebung 30) darstellen? 

Antwort. In der Mitte zwischen je zwei inversen Punkten 
der Centralen. 

32) Eine Ellipse (Hyperbel) als geometrischen Ort nach 17), 
19) oder 30) darzustellen, wenn die Brennpunkte F und F\ so- 
wie ein Scheitelpunkt S der grossen Axe gegeben sind. 

Andeutung. F und F' müssen die Mittelpunkte von k 
und k' sein. Ausserdem müssen zwei Punkte der Centralen FF\ 
welche von S gleichweit abstehen, als inverse Punkte von k und 
k' angenommen werden. 

33) Die Aufgabe 32) kann auf beliebig viele Weisen gelöst 
werden. Man füge deshalb noch die Bedingung hinzu, dass 

a) k und k' sich berühren, 

ß) k einen gegebenen Eadius hat, 

y) k zu einem Punkte zusanunenschrumpft. 

34) Eine Parabel als geometrischen Ort nach 22) darzu- 
stellen, wenn der Brennpunkt und der Scheitelpunkt gegeben sind. 

35) Die Aufgabe 34) kann auf beliebig viele Weisen ge- 
löst werden. Man füge deshalb noch die Bedingung hinzu, dass 

a) g und k sich berühren, 

f\ k einen gegebenen Badius hat, 

y) k zu einem Punkt zusammenschrumpft (siehe üeb. 14). 

36) Die Fusspunkte der von einem Breimpunkte einer 
Ellipse auf die Tangenten gefällten Senkrechten liegen auf einem 
Kreise. 

37) Wenn der Scheitel eines rechten Winkels sich auf 
einem Kreise bewegt und der eine Schenkel durch einen festen 
Punkt geht, so berührt der andere Schenkel eine Ellipse oder 
Hyperbel. 
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38) Die Fusspunkte der yon dem Brennponkte einer Parabel 
auf die Tangenten gefällten Senkrechten liegen auf einer Geraden. 

39) Wenn der Scheitel eines rechten Winkels sich auf einer 
Geraden bewegt und ein Schenkel durch einen festen Punkt geht, 
so berührt der andere eine Parabel. 

40) Wenn die Berührungspunkte zweier Tangenten an eine 
Ellipse, Hyperbel oder Parabel mit einem Brennpunkte in einer 
Geraden liegen, so steht dierjenige Gerade, welche den Brenn- 
punkt mit dem Schnittpunkte der Tangenten verbindet, auf der 
Berührungssehne senkrecht. 

41) Für Fig. 24 des Anhangs zu beweisen, dass die Winkel 
FMA und F'MB, welche die Leitstrahlen des Punktes M mit den 
durch M gezogenen EUipsentangenten bilden, einander gleich sind. 

Andeutung. Der Winkel DMF' ist ein Winkel in dem Drei- 
eck, welches als Seiten die Leitstrahlen des Punktes ilf und die grosse 
Axe hat. Dieser Winkel kann als -^ FMF' + 2 . ^ FMA dar- 
gestellt werden. Durch Verwechslung der Brennpunkte bei der 
Construction in Fig. 24 des Anhangs muss dieser Winkel auch 
als ^ FMF' + 2 . <^ F'MB dargestellt werden können. Daraus 
ergibt sich die Behauptung. 

42) Der Winkel ÄMB der beiden Tangenten in Fig. 24 
des Anhangs ist gleich dem Winkel F' MB oder F'MC. 

Andeutung. Der Beweis folgt aus 41). 

43) Alle Punkte, von welchen aus zwei auf einander nor- 
male Tangenten der Ellipse gezogen werden können, liegen auf 
einem Kreise. Man beweise dies und bestimme den Radius des Kreises. 

Andeutung. Der Winkel F'MD in dem durch r, r\ 2a 
(r und r' sind die Leitstrahlen des Punktes M) gebildeten Dreieck 
muss nach 42) recht sein. Man hat daher r* -|- r'* = 4a^. Nun 
folgt aus den üebungen zu G. I, § 6, Ueb. 53, dass M auf 
einem um den Mittelpunkt der Ellipse beschriebenen Kreise ge- 
legen ist. Auch ergibt sich aus jener Uebung, dass der Radius 
dieses Kreises als Mittellinie des Dreiecks FMF' den Werth 

y2a^ — e* hat, wo e die HSlffce des Abstandes FF' ist. 

44) Es sei eine Ellipse gegeben. Man denke sich von einem 
Punkte M ausserhalb der Tangenten MÄ und MB (Fig. 24 des 
Anhangs) an die Ellipse gezogen. Der geometrische Ort für 
diejenigen Punkte jüf, deren Berührungssehne AB durch einen 
Brennpunkt F geht, ist eine zum Träger der grossen Axe senk- 
rechte Gerade l, welche Leitlinie der Ellipse heisst. Dem Brenn- 
ponkte F' gehört eine zweite Leitlinie l' zu (siehe Fig. 28). Man 
beweise diese Behauptung und bestimme den Abstand FH der 
Leitlinie l von dem Brennpunkte F, 
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Andeutung. Wenn die Punkte Ä, B, F in Fig. 24 des 
Anhangs in einer Geraden lägen, so müsste der Winkel MFB 
nach Ueb. 40 ein rechter sein. Weil aber die Winkel MFB 
und MCB gleich sind, so ist das Dreieck MCF' bei O recht- 
winklig und man hat MF' « — MC^ = CF' * oder r' * — r* = 4 a\ 
Nach den üebungen zu G. I, § 6, Ueb. 64 ist also der geometrische 
Ort des Punktes M eine auf FF' senkrechte Gerade. Um FH in Fig. 
28 zu bestimmen, hat man nach dem Vorigen HF'^ — HF^ = 4 a* 
oder {HF' + HF) {HF' — HF) = 4a^ Da aber HF' — HF 

= FF' = 2 . e , so ergibt sich HF' + HF =2 - — und 

hieraus berechnet sich 

Er = - + €', HF=- — e. 



a« — e« 



Der Werth von HF kann noch in der Form = — ge- 

schrieben werden, wo h die kleine Axe der Ellipse ist. 

45) Für jeden Punkt B der Ellipse (Fig. 28) hat das Ver- 

BF 

hältniss ^^ der Abstände nach dem Brennpunkte F und der 

Leitlinie l einen constanten Werth £, so dass immer BF=6,BE. 
Man beweise dies und bestimme den Werth von e, 

Andeutung. J^in Fig. 28 sei der Berührungspunkt einer 
Ellipsentangente, welche die beiden Leitlinien in C und D trifiPt. 
Die Dreiecke CFB und DF'B sind bei F und F' rechtwinklig 
(Ueb. 40) und wegen der Gleichheit der Winkel bei B {§ 17) 
ähnlich. Man hat daher BF=m.BO und BF' ^m.Ba^ 
wo m ein Proportionalitätsfactor ist. Da aber die Abstände BC 
und BD sich wie die senkrechten Abstände BE und BG- ver- 
halten, so hat man mit Anwendung eines andern Proportionalitäts- 
factors e auch BF^=^ b .BE und BF' ^= b ,BG, Um s zu 
bestimmen, erhält man durch Addition BF-\- BF' ^= 2a = e,E€r. 
Der Abstand EG der beiden Leitlinien findet sich aber aus 44) ; 

er ist ( h ^ ) "f" ( e) = 2 • — • Somit hat man a = e — 

oder s = —^ = — Der Proportionalitätsfactor s ist also das 

6 2 € 

Verhältniss — oder r-^— der doppelten Excentricität zur grossen 

Axe. Derselbe wird die numerische Excentricität der Ellipse ge- 
nannt und eben mit dem an e erinnernden Buchstaben b bezeichnet. 
B ist (für die Ellipse) kleiner als die Einheit. Der Abstand FH 

in Fig. 28 kann nun auch =a. geschrieben 
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1 — e* 
werden. Der Absti^nd FH = a . des Brennpunktes F in 

Pig. 28 wird durch den Scheitelpunkt S nach dem YerhSltniss 
6 : 1 getheilt, also ist 

^ SH=^=^a'^-^^ und Ä-P= e . ^ = a(l — e). 

Der Abstand /S^JP' ist daher a(l — «) + 2a . £ = a(l + e). 

46) Die zum Punkte H (Pig. 28) der Leitlinie l gehörige 
Berährungssehne B , welche durch den Brennpunkt F geht 
(IJeb. 44) und der Symmetrie wegen auf der grossen Axe senk- 
recht steht, heisst der „Parameter" der Ellipse. Die Hälfte FO 
des Parameters (Halbparameter) wird mit p bezeichnet und nach 
Ueb. 45 hat man j> = « . FH = a(l — £*). Da die kleine Axe 
h der Ellipse a* — e* = a^(l — b^) ist, so gilt die Gleichung 
J9 . a = 5* oder 2 . j? . 2 . a = (2 2))^; die kleine Axe ist die mittlere 
Proportionale zwischen der grossen Axe und dem Parameter. 

47) Eine EUipse ist bestimmt durch den Brennpunkt JP, 
die zugehörige Leitlinie l und 

et) die numerische Excentricität e, 

ß) den Halbparameter p , 

y) einen Ellipsenpunkt {B in Fig. 28). 

Andeutungen, a) Die Senkrechte FH (Fig. 28) liefert 
die Eichtung der grossen Axe. Durch die Grössen FH und « 
kann man a und e = a . s rechnen. Dadurch kommt man zur 
Kenntniss des andern Brennpunktes. j3) Durch FH und p be- 
rechnet man e. y) Durch BF und BE kommt man auf b. 

48) Man führe alle Betrachtungen, die in den Uebungen 
40 bis 48 vorgenommen wurden, auch für die Hyperbel durch. 

Andeutungen. Bei 44) findet man auch HF'^ — HF^ = 4ta^^ 
aber nun ist nicht HF' — HF^ sondern HF' + HF gleich 2e 

ZU setzen und man findet HF= e = • - Die nu- 



merische Excentricität e findet man wieder gleich — , aber hier 

ist dieser Werth grösser als die Einheit, während er bei der 
Ellipse kleiner als 1 ist. Man findet also, dass bei Ellipse, Hy- 
perbel und Parabel das Verhältniss der Abstände eines Curven- 
punktes von dem Brennpunkte F und der zugehörigen Leitlinie 
einen constanten Werth e hat. Derselbe ist bei der Ellipse 
kleiner als 1, bei der Hyperbel grösser als 1 und bei der Parabel 
gleich 1. 

49) Man ziehe von einem Pupkte M der Leitlinie einer 
Parabel Tangenten an die Parabel und beweise 
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a) dass diese Tangenten sich unter rechtem Winkel schneiden, 
p) dass die Berührungssehne durch den Brennpunkt geht. 
Andeutung, a) Die Punkte J^, 0, D in Fig. 29 des An- 
hangs liegen auf einem Kreise mit dem Mittelpunkte M, Wenn 
M auf der Leitlinie liegt, so ist CD Durchmesser des Kreises 
und der Peripheriewinkel CFD beträgt 90^. Die Tangenten, 
welche die Mittelsenkrechten von FC und FD sind, müssen sich 
also auch unter rechten Winkeln schneiden, ß) Weün M (Fig. 29 
des Anhangs) auf der Leitlinie liegt, so sind die Winkel MCA 
und MDB recht.- Daher müssen die ihnen entsprechend gleichen 
Winkel MFÄ und MFB auch recht sein, so dass BFA einen 
gestreckten Winkel vorstellt. 

50) Man beweise die ümkehrung der beiden Sätze in 
Ueb. 49. 




..... ■ 



Salti *>* <B. 6. SCnitiin in Sti^jig. 

Sntben ift ttjc^nra unb m aOni Su^anbluiiutii ju tiaben: 

SKet^obifc^ äeotbnetc 

Z?ltif0clien|'cmmlttng 

mäft olä 8000 Sbifjaien ent^altenii 

Aber aQe X^eite bct 

@IeincotaT<%tit|iuetiI 

für ®qmnaften, Stealfc^ulen uvb )>pl9te(^ntf<$e Se^ranftolten. 

ajon 

StcTtc, bun^ SinfQ^iuna bei ntatn SRoage unb 9htni«i unGnberte 
8. ge^. $rn9 2 SRI. 70 ^f. 



il bm »M^unnit »« l 

61e iß batu MnnBit , In bcn fiinbin 
I lltgcn. 

iifl InAltt unb etnfaQtc Hit IB In gml, 
tviiti, linMrn bau mit Itin^DIft au4 
BgiBcttigtncn S&tt, iitc «tiaunglelt 
Ifcn in wlitttctilwn Vulgaren gibia^ 

3iitncn< bec fii^aiei cege aü n|iilltn unb fit p bcfH&liien, btt KeAnung 

, ,- ....Jataamat Bit^illnifle oitsulDtnbtn . 111 tint uiSoliiSft Vi' aHanniflfoltiflttit 

ttt g Mtjrttli ■ngt^lt unb auf eine ^fcnmlliBt Reftant°IS( liir[eibtn alle eotgfolt 

9U VltMuRgni bei eiflen uub )l«Uen Vnbtl mit einet unb uiit tne^eien nnbetannten 
nA Un Kancnbunsm flnb tM bei lDt4tie|1e unb tnlettnonttfle X^eil bei Hiitbnictil tn \t 
«BiftlNttT Sffc BeaiMiet, nitt H bis iitt li^tiinlt^ in einet Kufgabcnlanuniunfl obet tn 



Otbnung unb UtUtfit^tliäfttit bet Sarfteaung madfen baS 0u(^ ^atu befonberS em* 
pftlfitnitontti. %n Sdßltx toixh fic^ leidftt orientiten unb e» nic^t unsem tn bte ^anb ne^en. 

S&brenb f^oit bei bet j^roeiten tluftage aU toefentli^ neuer Seftanbt^eit Kufgoben 
über ben binomifd^en 6a1» ^insugetommen finb unbauBerbem in ben übrigen 9lbf(^nitten 
bie 8(ufgaben nodf toefentlic^ bermebrt »urben, finb in bieler bierten Auflage nod^ manche 
SSer&nberungen borgenommen unb ift ha» SOtaterial um bolle 16 ©eiten berme$rt toorben, fo 
ba^ baS Sutb ie^t me^r aU 8000 Aufgaben ent^&It. 

;^n biefer bierten «Utflage finb bie neuen ^a%t unb SRünaen eingefül^rt. S)er X^aler 
finbet ftd^ nur no(^ in einigen Kufgaben. !Cie fübbeutfi^en <0ulben au 60 Iheuser lommen 
ni(^t ntebr bor. nur öfterrei(Qif(^e (Bulben su lOO ftreu^er. 

J)ie «bfcinitte über Verlegung in gattoren unb ^eben ber »rüc^e finb in einen «bfd&nitt 

rymjjufammengesogen. «bjc^nittx über Proportionen ift neu l^inaugelommen. 
^er Vbfd^nitt über (BauBfdbe £ogaritbnten ift geftri(^en. S)ie SSerdnberung ber 9^ummern 
ber «tbfc^itte giebt ba» 3nbalt«ber}ei(iniB. iBet iebem «bjd^nitt fte^t bie frühere 9lummer, 
wenn biefe eine anbere ifl, in ftlammern baneben. Saffelbe finbet ftatt bei ben tlufgaben. 
welche ieit eine anbere 9htntmer erl^alten ^aben. 

an Q, lY unb YII finb einige Aufgaben über neue Vta^t unb SDYünaen binjugefügt, bamit 
bie 6dbüler fi(( an biefelben gettöl^nen unB einfel^en, wie leicht fiAmant^e frü^ unangenehme 
«ufgobe ie|t auÄfübren laftt: n. 48 unb 49; VI, 153— 158; VII, 89—108. — XI («ßoteuien) 
ifl um ettpa 60 Aufgaben (165—174) über Berlegung in ^Itoren, ßeben ber Srüd^e unb 
«bbition ber JBrütbe bermebrt. — »on ben eingeneibeten «uf gaben in xxn, XXIV, 
XXIX— XXX finb einige tCufgaben toegen ber berdnberten CHntoo^neraabl ber ®t&bte, einige 
audi megen ber SRei^Ämünje geSnbert. — XXV 9lx, 142,-1424 ftanben ftüber in ber britten 
6tufe, 9(r. 87—50 6. 204 in ber feiten 6tufe. — 3n bem fteinen «bfdnitt über SRa^ima 
unb SDHnima finb ^toti anbere aUetboben unb 40 aufgaben l^inxugefügt (134—148). — 
XXXIU (BinfeSsinSrec^nung) ift um bte ^ftlfte ber 9luf gaben bermebrt, alle mit bem 3nbes 
finb neu; ge&nbert finb 3—6, 10—13, 18, 19, 26, 40—42 unb 49. — XXXV (©a^rf(^cinli(^. 
leitSrecbnung) ift gana umgearbeitet. 

Kuger biefen größeren IBer&nberungen unb einigen s^f^^nten, mit einem Strich be« 
SeiAneten Aufgaben finb no4, um ben (SJebrauc^ ber neuen Kuflage neben ben früheren ju 
erteicbtem, als neu ober ge&nbert su notiren: @. 28, 87 u. 88; ®. 33, 9—20, 27— 31^; 
@. 34, 51— 55i; @. 44, 100—103; 49, 196^ U. 198,; @. 59, 38^—38,; @. 62, 39i— 39^; 
®. 68, 83,-83^0; 6.65, 18i— ISy; 6. 67, 21i— 21«; 6.82,71—75; 6.90, 74,-744; 79— «2; 
6. 91, 98—101; 6. 216, 106i— 106t; 6. 266, 48d— 52. 

Xro| ber mefentlid^ fBerftnberungen, melt^e baS fßudi in biefer neuen Kuflage 
erfa^en bat, mirb atoar neben berfelben ber ®ebrau(^ ber frül^eren Knflage nic^t unt^unlid^ 
fein, bie SSertaaSl^anblung ift aber bo(^ fl^^n bereit, fottol ben Se^rern, 
toeld^e baS SBucq fc^on eingefül^rt l^aben, alS aud^ benjenigen, toeld^e eö noc^ 
einfübren mollen, ein ^reiesemplar ber neuen Kuflage su liefern. 92ur 
bitte iq, fic^ beSbalb bireft an mtd^ su toenben, ober eine ft^riftlicbe 9lotis einer S9ud^' 
l^anblung sur Ueoermittelung an mid^ su übergeben. Sagegen bin td^ nid^t in ber £age, 
baS ebeuTauS neu gebructte ^eft, toelcbeS bie 9lefultate enthält, gratis liefern su tdnnen, t>a 
baffelbe nur an Se^rer abgegeben mirb, ein anbertoeitiger Kbja^, burc^ welchen bie be* 
beutenben ^erfteÜungStoften gebetft merben lönnten, alfo ni($t ftattftnbet. SaS Stefultatl^eft 
toirb iebem Se^rer, ber fic^ unter (Sinfenbung bon i ^axt in Oriefmarten birelt an mid^ 
»enbet, bireft sur $ofl fcanto überfanot. 

öeipjig, im gcBruar 1875. 

fB. ®. ttnintt. 
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Vorwort 



Der zweite Theil des Leitfadens der ebenen Geometrie 
soll ein Schulbuch darstellen^ welches sich nicht auf die 
einleitenden Sätze der neueren Geometrie beschränkt, sondern 
das Wesentliche aus der Theorie der Kegelschnitte dem 
Unterricht leichter zugänglich machi 

Die Darstellung bezieht sich an verschiedenen Stellen 
auf Gegenstände ; welche im ersten Theile behandelt sind. 
Um jedoch xliesen zweiten Theil unabhängig zu machen, sind 
einige Wiederholungen aufgenommen worden. Dazu gehört 
die Einleitung, deren Paragraphen besonders nummerirt 
sind. Femer wird der Leser des ersten Theiles in Abschnitt 
I, IV und Y des zweiten Cursus bekannte Stellen finden. 

Man ersieht daraus, dass die Darstellung in möglichst 
vielen Punkten an Bekannte.^ anzuknüpfen sucht, um leichte 
Zugänge zu verschiedenen Theilen des Stoffes zu finden und 
den letzteren gleichmässig zu durchforschen. 

Der Leser wird, wie ich hoffe, erkennen, dass die 
Wissenschaftlichkeit der Darstellung und die Symmetrie des 
Aufbaues dadurch nicht gelitten hat. 

Die aus den Eigenschaften der Brennpunkte sich er- 
gebenden Sätze der Ellipse, Parabel und Hyperbel sind in 
dem ersten Cursus selbstständig entwickelt Der Schluss des 
Buches kommt wieder auf diesen Anfang zurück, indem ge- 
zeigt wird, dass die mit Hülfe der neueren Geometrie er- 
forschten Kegelschnitte mit den genannten Curven identisch 
sind. Wenn Theile des dritten Cursus sich auf Baumgebilde 
beziehen und einige wenige Sätze der Stereometrie benutzen^ 



IV Vorwort. 

SO sind diese Betrachtungen nur als Mittel zum Zweck an- 
zusehen und nehmen dem Buche nicht das Recht auf seinen 
Titel. Die zahlreichen und zum Theile mit Andeutungen 
versehenen Hebungen sollen zur Anschauung bringen^ dass 
die neuere Geometrie eine Disciplin ist, welche mit einfachen 
Mitteln ein grosses Gebiet beherrscht. 

Dass ich aus den Schriften über neuere Geometrie von 
Steiner, Staudt, Chasles, Paulus, Beye indirekten oder direkten 
Nutzen fdr die Arbeit gezogen habe, ist in der Natur der 
letzteren begründet. Namentlich ist § 52 nach der Geometrie 
sup^rieure von Ghasles dargestellt. 

Ich empfehle das Schriftchen zunächst den Herren Collegen, 
welche in der Lage sind, die Theorie der Kegelschnitte im 
Unterricht zu behandeln, glaube aber, dass auch bei dem 
Gebrauch zum Selbstunterrichte das Buch durch seine Ein- 
richtung eine zweckmässige Abwechslung von Beception und 
Production veranlassen wird. 

Metz, im Mai 1875. 

Dr. Hubert Müller. 
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Bezeiclmiing der Länge und Riolitung von Strecken. § 1. 

Um für Strecken auf derselben Geraden oder auf paral- 
lelen Geraden die Beziehung zwischen ihren Längen und die- 
jenige zwischen ihren Richtungen durch dasselbe Zeichen aus- 
zudrücken, verfährt man folgendermassen. 

Die zwei entgegengesetzten Richtungen einer Geraden 
werden als positive und negative Richtung unterschieden. Es 
ist der Wahl überlassen, welche Richtung man als die positive 
ansehen will, nur müssen, wenn parallele Gerade in der Figur 
vorhanden sind, die positiven Richtungen derselben über- 
einstimmen. Die Längenzahl einer Strecke erhält nun das 
positive oder negative Vorzeichen, je nachdem die Richtung 
vom Anfangspunkte nach dem Endpunkte mit der positiven 
oder negativen Richtung der Geraden übereinstimmt und die 
so definirte algebraische Grösse wird bezeichnet, indem man . 
den Buchstaben des Endpunktes hinter denjenigen des Anfangs- 
punktes schreibt und dieses Symbol mit einer Klammer um- 
gibt. Wenn in Fig. 1 der Pfeil die positive Richtung be- 
zeichnet und ca als Längeneinheit angesehen wird, so ist (m) 
= + 1, {cib) = + 3, (fea) = — 3, (ab) = — (bd). 

Fig. 1. Fig. 2. 

c a b o, ei 



Der Quotient (das Verh&ltniss) und das Product zweier 
Strecken werden nach den Regeln der Algebra gebildet, so 
dass dieselben positiv oder negativ werden, je nachdem die 
beiden Strecken gleiche oder entgegengesetzte Richtung haben. 

Müller, Geometrie. II. 1 



2 EiDleitung. 

So ist zum Beispiel das Verhältniss {cd) : (c&), welches das 
Abstandsverhältniss des Punktes c von den Punkten a und h 
heisst, positiv in Fig. 1 [(m) : {cb) = -f- (^ • 4)] lind negativ 
in Fig. 2 [(ca) : {cb) = — (5 : i)]. 

Nimmt man jedoch auf die Bichtung der Strecken keine 
Rücksicht, so bezeichnet man die Strecken durch die Buch- 
staben der beiden Endpunkte in beliebiger Ordnung und ohne 
Klammer. Diejenigen Zahlen, welche die Länge von Strecken, 
ihr Verhältniss oder Product ausdrücken, erhalten kein Vor- 
zeichen, sondern sind als absolute Zahlen zu betrachten. 

I 2« Die Halbirungslinien der Winkel und Aussenwinkel eines 
Dreiecks. 



a) Die Halbirungslinien ei- 
nes Dreieckwinkels und seines 
Nebenwinkels theilen die ge- 
genüberliegende Seite innen 
und aussen nach dem Verhält- 
niss der anliegenden Seiten. 



C() Diejenigen Geraden, 
welche durch die Spitze eines 
Dreiecks gehen und die gegen- 
überliegende Seite innen und 
aussen nach dem Verhältniss 
der andern Seiten theilen, sind 
die Halbirungslinien des Win- 
kels an der Spitze und seines 
Nebenwinkels. 

Beweis. (Fig. 3.) a) Wenn die Winkel avd und dch ein- 
ander gleich sind, so beweise man, dass die durch a mit cd ga- 
zogene Parallele ah ein gleichschenkliges Dreieck ach abschneidet. 

Fig. s. 




Der Parallelismus von ah und de liefert die Proportion da : db 
, = ch : ch*)j- woraus man durch Einsetzen von ca für ch erhält: 



*) Nach I, § 63 a oder aus der Aehnlichkeit zweier Dreiecke zu 
schliessen. 
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da : dh = ca : ch. Wenn andrerseits die Winkel acg und geh 
gleich sind, so ziehe man ak mit gc parallel und verfahre ganz 
wie im Vorigen, um ga : gb = ca : ch zu erhalten: Aus diesen 
beiden Proportionen folgt die Behauptung. 

Der Beweis von a) wird indirect geführt. 

Anmerkung". Wenn eine Strecke ah ia d und g nach dem- 
selben Yerhältniss getheilt- wird, so ist auch die Strecke dg in a 
und h nach gleichem Yerhältniss getheilt. 

Beweis. Man leite aus gaigh = da:dh durch Vertauschung 
der mittlem Glieder ag : ad == h g : hd shy woraus die Behauptung 
mit Berücksichtigung der gegenseitigen Lage der Punkte sich ergibt. 



Sätze über Verhältnisse von Strecken. 

a) Wenn die Seiten eines Dreiecks a 6c (Fig. 4) oder ihre 
Verlängerungen von einer Geraden in a, h\ c geschnitten 
werden^ so ist das Product der Abstandsverhältnisse 

ac h'a ch*\ 
cTb' h'c' c'a 
der Einheit gleich. 

Beweis, a) a', b\ c (Fig. 4) seien Punkte einer Geraden. 
Zieht man cm mit derselben Fig. 4. 

parallel, so kann man die 
Verhältnisse h'a : h'c und ac 
: ah durch die Verhältnisse 
ca : cm und cm : ch ersetzen. 
Multiplicirt man noch das Pro- 
duct der beiden letzten Verhält- 
nisse mit ch : ca, so hebt sich « 
Alles fort und es bleibt für das Product der Werth 1. 



§3. 




b) Wenn man durch einen 
Punkt Strahlen zieht, welche 
zwei parallele Geraden in ent- 
sprechendenPunkten schneiden^ 
so verhalten sich die Strecken 
der einen Geraden, wie die 
entsprechenden Strecken der 
andern. 



/?) Wenn auf zwei paral- 
lelen Geraden entsprechende 
Punkte so lieg^i, dass die von 
einem beliebigen Punkte aus- 
gehenden Abschnitte der einen 
Geraden sich wie die ent- 
sprechenden Strecken der an- 
dern verhalten, so gehen die 
Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte durch einen Punkt. 



*) Die Abstandsverhältniase (siehe § 1) sind jedoch hier ohne Rück- 
sicht auf die Vorzeichen der Strecken bestimmt. 
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Beweis, b) Wenn (Fig. 5) ac mit ac parallel ist und 
aa\ cc\ dct y ff durch b gehen, so sind die Verhältnisse ba : 

ba\ bf: bf^ bä : bd^^ bc : bc nach 
einander gleich*). Die Verhält- 
nisse af : afy ad : dä^ fd : fd, . . 
können aber durch eines dieser 
Verhältnisse ersetzt werden**) 
und müssen deshalb auch gleich 
sein. Aus den hieraus entste- 
henden Proportionen ergibt sich 
^ die Behauptung: 
ß) Wenn (Fig. Ö) nf: ad : ac = df : ad : de und die 
entsprechenden Punkte auf den Parallelen in gleicher Reihenfolge 
liegen***), so verlängere man ad um ff bis zum Schnitt in 6. 
Würden nun &, cT, d nicht auf einer Geraden liegen, so müsste 
de von bd in einem andern Punkte m geschnitten werden. 
Dann hätte man af \ ad = d f \ dm*^ folglich wäre afiad 
von df\dd verschieden, was der Voraussetzung widerspricht. 




§ 4. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf den Ereis. 

a) Wenn man durch einen Punkt Seeanten eines Kreises 
zieht, so hat das Produet der durch diesen Punkt und den 
Kreis begrenzten Abschnitte für jede Secante den gleichen 
Werth. 

Beweis (Fig. 6). 1) ab und cd seien 
die Sehnen, welche auf zwei innerhalb 
des Ejreises sich schneidenden Seeanten liegen. 
Man beweise die Aehnlichkeit der Dreiecke 
cma und bmd^ woraus die Proportion mc 
: mb =■ ma : md und die Gleichung* mc • md 
= ma • mb folgt 

2) ab und cd (Fig. 7) seien zwei Se- 
eanten, die sich ausserhalb des Kreises 
schneiden. Aus der Aehnlichkeit der Drei- 
ecke mcb und mad folgt: mc :ma == mb 
: md und hieraus; mc • md = ma • mb. 

b) Wenn durch einen Punkt eine Secante und eine 




*) Mit Berücksichtigung der Zeichen: (ha) : (bd) = (bf) : (bf) == 
{hd):(bd)=^ (pc) : (6c). und im Folgenden (af) : (af) = (ad) : (dd) 
= (fd) : (fd) nach § 1. 

**) Man schliesse dies aus I, § 63 a oder aus der Aehnlichkeit von 
Dreiecken. 

***) d. h. wenn (af) : (ad) : (ac) =^ (df) : (dd) : (de) nach § 1. 
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Tangente eines Kreises gezogen werden^ so ist die Tangente 
die mittlere Proportionale zwischen der Secante und ihrem 
äussern Abschnitt. 

Fig. 7. 

Beweis. Man denke in Fig. 7 die 
Strecken ar und hr gezogen und be- 
weise die Aehnlichkeit der Dreiecke 
arm und rtm, woraus am : mr = rm 
: mb folgt. 

Erklärung. Wenn man die 
Secantenabschnitte^ von welchen in 

a) die Rede ist, von dem Schnitt- 
punkte der Secanten aus durchlaufen 
denkt und nach § 1 die Vorzeichen 
der Abschnitte und ihrer Producte 
bestimmt, so werden diese Producte 
positiv oder negativ, je nachdem die 
Secanten sich ausserhalb oder innerhalb des Kreises schneiden. 

Das in Grösse und Vorzeichen bestimmte Product der 
von einem Punkte m und einem Kireise begrenzten Secanten- 
abschnitte heisst die Potenz des Punktes m in Bezug auf 
den Kreis. Dieselbe ist positiv oder negativ, je nachdem 
der Punkt vom Kreise aus- oder eingeschlossen ist. 

c) Die Potenz eines Pimktes m ist ihrem absoluten 
Werthe nach gleich dem Quadrate der halben kleinsten 
Sehne oder dem Quadrate der Tangente des Punktes m, je 
nachdem m von dem Kreise ein- oder ausgeschlossen ist. 

Beweis l) Wenn (Fig. 8) m 
von dem Kreise eingeschlossen ist, so 
sind die Abschnitte mi imd mk der 
kleinsten Sehne gleich gross, daher 

hat man ma • mh = mc ' md = mg 

. mf = mh »mi = mh^, 

2) Wenn (Fig. 7) m von dem 
Kreise ausgeschlossen ist, so folgt aus 

b) ma • mh == mc • md = mr^. 

d) Man erhält die Potenz 
eines Punktes m in Bezug auf 
den Kreis, wenn man das Quadrat des Radius von dem 
.Quadrate der Entfernung des Punktes m vom Centrum abzieht. 
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Beweis l) Wenn m von dem Kreise eingeschlossen ist 
(Fig. 8), so ist nach der Erklärung und nach c) die Potenz durch 

— '^ = — (iC^ — mC^) = mC^ — iC^ daorgestellt, was zu be- 
weisen war. 

2) Wenn m von dem Kreise ausgeschlossen ist (Fig. 7), 

so ist die Potenz durch wr* = wC^ — Cr* dargestellt, was zu be- 
weisen war. 



Erster Cursns. 

Ellipse^ Hyperbel und Parabel. 



I. Abschnitt. 

Die Ellipse. 

§ 1. Definition der Ellipse. — Brennpunkte. 

a) Erklärung. Die Ellipse ist der geometrische Ort 
aller Punkte, für welche die Summe der Abstände von zwei 
festen Punkten eine gegebene Grösse hat. • 

Die beiden festen Punkte (/* und f in Fig. 9) heissen die 
Brennpunkte der Ellipse. Diejenigen Strecken (mf und mf)^ 

welche einen Ellipsenpunkt (m) 
mit den beiden Brennpunkten ver- 
binden, heissen die Leitstrahlen 
des Punktes. Die Hälffce der ge- 
gebenen Länge, welcher die Summe 
der Leitstrahlen eines Punktes 
immer gleich sein muss, wird 
gewöhnlich mit dem Buchstaben a 
bezeichnet. Der Abstand (ff) 
der beiden Brennpunkte heisst 
die Excentricität der Ellipse. Ein Punkt der Ellipse bildet mit 
den beiden Brennpunkten ein Dreieck, dessen Grundlinie die Ex- 
centricität der Ellipse ist, während die beiden andern Seiten des 
Dreiecks durch die Leitstrahlen des Punktes dargestellt sind. 
Der constant^ Werth 2 a der Summe dieser Leitstrahlen muss 
daher (I, § 20 y*) grösser als die Excentricität der Ellipse sein. 




") In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten grösser als die dritte« 
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b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte einer Ellipse zu 
construiren, wenn die beiden Brennpunkte und die Länge 2 a 
gegeben sind. 

Auflösung, r und / seien zwei Strecken, deren Summe 
der Länge 2 a gleich ist. Man beschreibe um den Brennpunkt 
f (Fig. 9) einen Kreis mit dem Badius r und mit / einen solchen 
um den Brennpunkt f. Die Schnittpunkte dieser Kreise sind zwei 
Funkte m und n der Ellipse, deren Abstand mn von ff senk- 
recht halbirt wird (l, § 34 a). Verwechselt man bei dieser Con- 
struction die beiden Badien, so erhält man zwei andere Funkte 
p und der Ellipse, deren Abstand ebenfalls von ff senkrecht 
halbirt wird. Es ist noch zu bemerken, dass die beiden Kreise 
sich nicht mehr schneiden, sobald r so gross genommen wird, 
dass r — r' die Excentricität ff übertrifft. 

Anmerkung. Eine sehr instructive Art, die Ellipse zu 
zeichnen ist die folgende. Man stecke an dem Ort der beiden 
Brennpunkte zwei Stifte ein und binde einen Faden zu einer 
Schleife, welche so lang ist als die Excentricität und die Länge 
2 a zusanmiengenommen. Wenn man diese Schleife über die beiden 
Stifte legt imd mit einem dritten Stifte anzieht, so befindet sich 
der letztere in einem Punkte der Ellipse. 

Axen der Ellipse. § 2. 

a) Die Verbindungslinie der Brennpunkte (grosse Axe) 
und die Mittelsenkrechte der Excentricität (kleine Axe) sind 
Symmetrieaxen der Figur. Der Schnittpunkt der Axen ist 
Mittelpunkt der Ellipse. 

Beweis. Die Strecken mn und po (Fig. 9) sind einander 
gleich xmd werden beide durch ff senkrecht halbirt (§ Ib, Auf- 
lösung), mnop ist also ein Rechteck, dessen Symmetrieaxen/*/^ 
und cd sich in dem Mittelpunkte desselben schneiden. Hieraus 
folgen die Behauptungen, wenn man bedenkt, dass zu jedem 
Punkte der Ellipse 3 andere gehören, welche mit ihm in der- 
selben Weise ein Rechteck bilden (vergl. I, § 49). 

b) Jede der beiden Axen schneidet die Ellipse in zwei 
Punkten (Scheitelpunkte der Ellipse). Die Scheitelpunkte der 
grossen Axe haben von dem Mittelpunkte der Ellipse die Ent- 
fernung a. Die Scheitelpunkte der kleinen Axe haben von 
jedem Brennpunkte dieselbe Entfernung a. 

Beweis. (Fig. 9.) 1) Wenn ga = gh = a, so sind die 
Punkte a und h auf der Ellipse gelegen, denn es ist zum Beispiel 
für den Punkt h: ß ^ fh = ß + fa = ha = 2a (§ la). 
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2) Wenn fc = fc = a, so ist der Punkt c auf der fellipse^ 
gelegen, weil fC'\-f'c^=^2a, Zugleich ist aber c nach I, § 23a 
auf der Halbirungssenkrechten von ff^ das heisst auf der U^ea 
Axe gelegen. Dasselbe gilt für den Punkt d, 

• 

c) Zusatz. Die Tangenteu"^) der Ellipse in den Seheitei- 
punkten einer Axe stehen auf dieser Axe senkrecht. 

Beweis. Die Geraden mp und mn in Fig. 9 sind bezüglich 
senkrecht auf der kleinen und der grossen Axe. Diese Geraden 
gehen aber in die Tangenten der Scheitelpunkte c und h über, 
wenn das einbescbriebene Bechteck opmn sich so verändert, dass 
der Punkt m dem Punkte c oder h sich unbegrenzt nähert. , 



Fig. 10. 



§ 8. Tangenten der Ellipse. 

a) Wenn diejenige Strecke, welche den Gregenpunki eines 
Brennpunktes in Bezug auf eine Gerade mit dem andern 
Brennpunkte verbindet, die Länge 2 a hat, so wird die Ellipse 
von dieser Geraden in einem Punkte jener Strecke berührt. 

Beweis (Fig. 10). c sei der Gegenpunkt des Brennpunktes 
f in Bezug auf die Gerade mg und die Strecke fCy welche 

mg in dem Punkte 
h schneidet, habe 
. die Länge 2 a. 
Dann ist der Punkt 
h auf der Ellipse 
gelegen , denn, 
weil (I, § 23 a) 
hf = ftc, so hat 
die Summe fh + 
f'h der Leit- 
strahlen des 
Punktes h den 
Werth fh + hc 
= 2 a. Kein an- 
derer Punkt m der 
Geraden mg kann 
auf der Ellipse liegen, denn für ihn wäre mf -\- mf = mf'\- mc 
und die Summe der Seiten mf und mc in dem Dreieck mfc 
ist grösser als fc oder 2a. Die Gerade mg hat also den ein- 
zigen Punkt h mit der Ellipse gemein, das heisst, sie berührt 
die Ellipse in &. 




^) Vergleiche I. § 43 Anmerkung. 
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b) Zusatz. Jeder Punkt desjenigen Kreises, welcher um 
einen Brennpunkt mit dem Radius 2a beschrieben ist, stellt 
den Gegenpunkt des andern Brennpunktes in Bezug auf eine 
Tangente der Ellipse dar. 

c) Diejenigen Winkel, welche eine Tangente der Ellipse 
mit den Leitstrahlen ihres Berührungspunktes bildet, sind 
gleich gross. 

Beweis. Die Winkel mbf und gbf' der in dem Beweise 
von a) betrachteten Figur sind einander gleich, weil beide 
dem Winkel ghc gleich sind (bezüglich als Scheitelwinkel und 
aus Congruenz der Dreiecke ghf und ghc). 

d) Aufgabe. In einem gegebenen Punkte einer Ellipse 
die Tangente an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 10.) Um in dem Punkte a die Tangente an 
die Ellipse^ zu zeichnen, ziehe man fa und mache auf dieser 
BiCh'Lung /^cJ = 2 a. Der Punkt d ist der Gegenpunkt von /^ in 
Bezug auf die gesuchte Tangente. Die Letztere selbst ist die 
Halbirungssenkrechte von fd(% 3 a). 

e) Aufgabe. Von einem Punkte m ausserhalb der Ellipse 
Tangenten an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung (Fig. 10). m sei der gegebene Punkt. Man 
bestinune die Gegenpunkte des Brennpunktes f" in Bezug auf die 
gesuchten Tangenten. Da der Brennpunkt f und sein Gegenpunkt 
in Bezug auf eine Tangente von jedem Punkte dieser Tangente 
gleichen Abstand haben, so müssen die zu construirenden Gegeu- 
punkte auf einem Kreise liegen, der um m mit dem Badius mf 
beschrieben ist. Nach § Sa) und b) sind also jene Gegenpunkte 
c und d die Schnittpunkte dieses Kreises mit einem andern Kreise, 
der mit dem Badius 2a um /* beschrieben ist. Die. gesuchten 
Tangenten selbst sind die Halbirungssenkrechten der Strecken 
fc und fd, 

t) Wenn man von einem Brennpunkte einer Ellipse gerade 
Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten und 
nach ihrem Durchschnittspunkte zieht, so halbirt die letzte 
dieser 3 Geraden den Winkel der beiden ersten. 

Beweis. (Fig. 10.) Die Dreiecke w/*(i und mfc sind congruent, 
weil md = mc = mfy fd = fc = 2a imd die Seite mf beiden 
gemeinsam ist. Die Winkel nifd und mfc sind also einander 
gleich. 
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IL Abschnitt. 

Die Hyperbel. 

§ 4. Definition der Hyperbel. — Brennpunkte. 

a) Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, 
für welche die Differenz der Abstände von zwei festen Punkten 
eine gegebene Grösse hat. 

Die beiden festen Punkte (/* und f in Fig. 11) heissen die 
Brennpunkte der Hyperbel. Diejenigen Strecken pf und pf^ 
welche einen Hyperbelpunkt mit den beiden Brennpunkten ver- 

Fig. 11. binden, heissen die Leitstrahlen 

des Punktes. Die Hälfte der 
gegebenen Länge, welcher die 
Differenz der Leitstrahlen eines 
Punktes immer gleich sein muss, 
wird gewöhnlich mit dem Buch- 
staben a bezeichnet. Der Abstand 
ff der beiden Brennpunkte 
heisst die Excentricität der 
Hyperbel. Ein Punkt der 
Hyperbel bildet mit den beiden 
Brennpunkten ein Dreieck, dessen 
Grundlinie die Excentricität dor 
Hyperbel ist, während die beiden 
andern Seiten des Dreiecks durch 
die Leitstrahlen des Punktes dargestellt sind. Der Werth 2 a 
der Differenz dieser Leitstrahlen muss daher (I, § 20 c) kleiner 
als die Excentricität der Hyperbel sein. 

b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte einer Hyperbel zu 
construiren, wenn die beiden Brennpunkte und die Länge 2 a 
gegeben sind. 

Auflösung, r und / seien zwei Strecken, deren Differenz der 
Länge 2 a gleich ist. Man beschreibe mit dem Eadius r um den 
Brennpunkt /' (Fig. 11) einen Kreis und mit r' einen solchen 
um den Brennpunkt f. Die Schnittpunkte dieser Kreise sind 
zwei Punkte der Hyperbel, deren Abstand von ff senkrecht 
halbirt wird (I, § 34 a). Verwechselt man bei dieser Construction 
die beiden Radien, so erhält man noch zwei andere Punkte der 
Hyperbel. 
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Es ist zu bemerken, dass die beiden Kreise sich nicht mehr 
schneiden, sobald r so klein genommen wird, dass die Smnme 
r '\- r kleiner als die Excentridtät ff ist. 

Anmerkung. Eine Erzeugung der Hyperbel durch stetige 
Bewegung eines Punktes ist die folgende: Man mache ein Lineal 
um den einen Brennpunkt /"(Fig. 11) drehbar, so dass der Brenn- 
punkt f genau in der Richtung der Kante des Lineals liegt. 
Auf dieser Kante nehme man in einer beträchtlichen Entfernung 
r den Punkt j? an. In p befestige man einen Faden von einer 
solchen Länge /, dass r — / gerade der Strecke 2 a gleich ist. 
Das zweite Ende des Fadens befestige man in f. Wenn man 
das Lineal so lange dreht, bis der Faden gespannt wird, so be- 
findet sich der Punkt j? offenbar auf der zu beschreibenden Hyper- 
beL Dreht man nun das Lineal allmählich gegen f und hält 
man den dadurch sich lockernden Faden mit einem an dem Lineal- 
rande gleitenden Stifte gespannt, so beschreibt dieser Stift den 
Hyperbelbogen jph (Fig. 11). 

Axen der Hyperbel. § 5. 

a) Die Verbindungslinie der Brennpunkte (Hauptaxe) und 
die Mittelsenkrechte der Excentricität (Nebenaxe) der Hyper- 
bel sind Symmetrieaxen der Figur. Der Schnittpunkt der 
Axen ist Mittelpunkt der Hyperbel. 

Der Beweis ist demjenigen des entsprechenden Satzes für 
die Ellipse vollkommen «analog. 

b) Die Hauptaxe schneidet die Hyperbel in zwei Punkten 
(Scheitelpunkte der Hyperbel). Die Scheitelpunkte der Haupt- 
axe haben von dem Mittelpunkte der Hyperbel die Entfernung a. 
Die Nebenaxe triflFfe die Hyperbel nicht. 

Beweis. (Fig. 11.) Wenn ma = mh = a, so liegen a und 
b auf der Hyperbel, denn fb — fh=^fh — fa = ab = 2a 
(§ 4 a). Die Nebenaxe, welche in die Mittelsentfechte von ff fällt, 
kann die Hyperbel nicht treffen, w^il für ihre Punkte die Differenz 
der Leitstrahlen Null ist. 

c) Zusatz. Die Tangenten der Hyperbel in den Scheitel- 
punkten der Hauptaxe stehen auf der Hauptaxe senkrecht. 

Der Beweis ist demjenigen des entsprechenden Satzes für 
die 'Ellipse analog. 

Tangenten der Hyperbel. § o. 

a) Wenn diejenige Strecke, welche den Gegenpunkt eines 
Brennpunktes in Bezug auf eine Gerade mit dem andern 
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Brennpunkte verbindet, die Länge 2 a hat, so wird die Hyper- 
bel von dieser Geraden in einem Punkte berührt, welcher 
auf der Verlängerung jener Strecke liegt. 

Beweis (Fig. 12). c sei der Gegenpimkt des Brennpunktes 
f in Bezog auf die Gerade mg. Die Strecke fc habe die Länge 

Fig. 12. 2 und ihre Verlängerung treflFe 

die Gerade mg in h. Dann ist 
h auf der Hyperbel gelegen, 
denn weil hf = bCy so hat die 
Differenz fb — fh den Werth 
ß — cb = fc = 2a. Kein 
^' anderer Punkt m der Geraden 
mg kann auf der Hyperbel liegen, 
denn flir ihn wäre mf — mf 
= mf — mc und die Differenz 
der Seiten mf und mc in dem 
Dreieck mfc ist kleiner als fc 
oder 2 a. Die Gerade mg hat also den einzigen Pimkt b mit 
der Hyperbel gemein, das heisst, sie berührt die Hyperbel in b. 

b) Zusatz. Jeder Punkt desjenigen Ejreises, welcher 
um einen Brennpunkt mit dem Radius 2 a beschrieben ist^ 
stellt den Gegenpunkt des andern Brennpunktes in Bezug 
auf eine Tangente der Hyperbel dar. 

c) Diejenigen Winkel, welche eine Tangente der Hyper- 
bel mit den Leitstrahlen ihres Berührungspunktes bildet, sind 
gleich gross. 

Beweis. Die Gleichheit der Winkel fbg und fbg folgt 
aus der Congruenz der Dreiecke cbg und fbg, 

d) Aufgabe. In einem gegebenen Punkte der Hyperbel 
eine Tangente an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung (Fig. 12). b sei der gegebene Punkt. Man ziehe 
einen Leitstrahl fb des Punktes b (in diesem Falle den grösseren 
Leitstrahl) und schneide auf demselben die Länge 2 a von f aus 
ab. Der gefundene Punkt c ist der Gegenpunkt des Brennpunktes 
f in Bezug auf die gesuchte Tangente. Diese selbst ist die 
Halbirungssenkrechte von c/^ (§ 6, a und b), 

e) Aufgabe. Von einem Punkte ausserhalb der Hyperbel 
Tangenten an dieselbe zu legen. 

Auflösung. Man beschreibe um den gegebenen Punkt m 
(Fig. 12) einen Kreis, der durch den einen Brennpunkt f geht. 
Die Schnittpunkte c und ä dieses Kreises und desjenigen, welcher 
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mit dem Badius 2 a um f beschrieben ist, sind die Gegenpunkte 
des Brennpunktes f in Bezug auf die gesuchten Tangenten. Diese 
selbst sind die HJalbirungssenkrechten der Strecken fc und fd. 
Der Beweis wird geführt, wie bei § 3e. 

f) Wenn man von einem Brennpunkte einer Hyperbel 
gerade Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten 
und nach ihrem Schnittpunkte zieht , so halbirt die letzte 
dieser drei Geraden den Winkel der beiden ersten. 

Der Beweis ist demjenigen von § 3, f analog. 

Die Asymptoten der Hyperbel. § 7. 

a) Durch den Mittelpunkt der Hyperbel gehen zwei 
Tangenten, welche die Hyperbel in unendlich fernen Punkten 
berühren; die Asymptoten der Hyperbel. 

Fiff 13 

Beweis. Man ziehe um den 
Brennpimkt f (Fig. 13) mit dem 
IRadius 2 a einen Ereis und lege von 
f die Tangenten fc und fd&ji den- 
selben, c und d sind die Gegenpunkte 
zweier Tangenten ik und gh {% 6 b), 
welche durch den Mittelpunkt m gehen 
{I, § 28 c). Da die Radien fc und fd 
mit den gefundenen Hyperbeltan- 
genten parallel sind, so deuten sie 
unendlich ferne Berührungspunkte 
derselben an, 

1)) Zusatz. Die von einem Brennpunkte der Hyperbel 
auf eine Asymptote gefällte Senkrechte schneidet von dieser 
Asymptote ein Stück ab, welches der Hälfte der Hauptaxe 
gleich ist. 

Beweis. Nach I, § 28 c ist mk' (Fig. 13) die Hälfte von 
/*c, woraus die Behauptung folgt, da /*o= 2 a. 

c) Aufgabe. Eine Hyperbel zu zeichnen, wenn ihre 
Scheitelpunkte und die beiden Asymptoten bekannt sind. 

Auflöung (Fig. 13). Man trage auf einer der Asjnnptoten 
von dem Mittelpunkte aus nach beiden Seiten die Längen mk = 
mi = a ab und errichte in den erhaltenen Pimkten k und i 
Senkrechte auf die Asymptote, welche nach b) die Bauptaxe in 
den beiden Brennpunkten treflFen. Sodann \ erfahre man nach § ib. 
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Fig. 14. 




£r r 



III. Abschnitt. 

Die Parabel. 

§ 8. Deflnition der Parabel. — Brennpunkte. 

a) Erklärung. Die Parabel ist der geometrische Ort 
aller Punkte, welche von einer festen Geraden ebensoweit 
entfernt sind als von einem festen Punkte. 

Die feste Gerade (ZT in Fig. 14) heisst die' 
Leitlinie der Parabel. Der feste Punkt f ist 
ihr Brennpunkt. Die von einem Parabelpunkt 
a nach dem Brenpunkte gezogene Strecke af 
heisst der Leitstrahl des Parabelpunktes. Jeder 
Punkt der Parabel ist die Spitze eines gleich- 
schenkligen Dreiecks fac^ dessen beide Schenkel 
durch den Leitstrahl und die Entfernung des 
Parabelpunktes von der Leitlinie gebildet sind. 
Die von dem Brennpunkte auf die Leitlinie 
gefällte Senkrechte fd heisst die Axe der Parabel. 

b) Aufgabe. Beliebig viele Punkte der Parabel zu eon- 
struiren, wenn der Brennpunkt und die LeitHnie gegeben sind. 

Auflösung. (Fig. 14.) Man ziehe auf der dem Brennpunkte 
zugekehrten Seite der Leitlinie eine Parallele zu derselben in 
einer beliebigen Entfernung dg. Mit derselben Entfernung als 
Eadius ziehe man um den Brennpunkt einen Ereis, dessen Schnitt- 
punkte a und 5 mit jener Parallelen auf der Parabel liegen. Der 
Abstand ab wird durch die Axe der Parabel senkrecht halbirt. Es 
ist zu bemerken, dass der Kreis und .die Parallele sich nicht 
treffen, wenn der Abstand der Parallelen von der Leitlinie kleiner 
ist als der Abstand des Brennpunktes von derselben. 

Anmerkung. Man kann die Parabel auf folgende Weise 
durch stetige Bewegung eines Punktes erzeugen. An dem einen 
Endpunkte der Hjrpotenuse eines Winkeldreiecks befestige man 
einen Faden, welcher der anliegenden Kathete an Länge gleich ist. 
Das andere Ende des Fadens befestige man in dem Brennpunkte 
der Parabel. Wenn nun das Winkeldreieck mit der zweiten 
Kathete an die Leitlinie angelegt und an einem Lineal längs der 
Leitlinie so lange verschoben wird, bis sich der Faden spannt 
(aÄc in Fig. 14 stellt diese Lage des Winkeldreiecks dar), so befindet 
sich das an dem Winkeldreieck befestigte Ende (a) desselben in 
einem Parabelpunkte. Man verschiebe nun das Winkeldreieck gegen 
den Brennpunkt hin und halte den sich lockernden Faden 
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dadurch gespannt, daas man ilin mit einem Stifte gegen die Kathete 
{ac) des Winkeldreiecks andiUckt. Der an dieeer Kathete hin- 
gleitende Stift wird dabei einen Bogen der Parabel beschreiben. 

c) Die Punkte der Parabel liegen paarweise symmetrisch 
gegen die Axe der Parabel. Die Axe trifft die Parabel nur 
in einem Punkte, dessen Tangente auf der Axe senkrecht 
steht. — (Scheitelpunkt und Scheiteltangente der Parabel.) 

Beweis. (Fig. 14.) Doss dg die Mitt«lBenkreohte von ab 
ist, folgt unmittelbar aus der Oonstraction der Parabelpunkte a 
und b. Derjenige Punkt s der Äie, welcher in der Mitte zwischen 
dem Brennpunkt« der Parabel und der Leitlinie liegt, ist offenbar 
der einzige Funkt, welchen die Axe mit der Parabel gemein haben 
kann. Die Scheiteltangente T (Fig. 14) steht eenkrecht auf der 
Axe, denn die bei der Construction der Parabelpunkte erhaltene 
Sehne ah, welche durch die Axe der Parabel senkrecht halbirt 
wird, geht in die Scheiteltangente über, sobald der eine Endpunkt 
dieser Sehne sich dem Scheitelpunkte unbegrenzt nShert, 

Tangenten an die Parallel. I «. 

a) Wenn der Gegenpnnkt des Brennpunktes in Bezug 
auf eine Gerade anf der Leitlinie gelegen ist, so wird die 
Parabel von der Geraden berührt. Der Bettthnmgspunkt liegt 
auf einer durch den Gegenpunkt mit der Axe parallel ge- 
zogenen Geraden. 

Beweis. (Pig. 15.) Der ^ ^"'- '*■ 

Paukt e sei auf der Leitlinie 
H der Parabel gelten und 
am sei die Halbirungssenk- 
rechte von fc. ca sei mit der 
Axe der Parabel parallel, also 
anf der Leitlinie senkrecht. 

Dann ist (I, § 23a) 
ac ~= af, das heisst, der 
Punkt a ist auf der Parabel 
gelegen. Wäre noch ein an- 
derer Punkt m der Geraden 
am auf der Parabel gelegen, 
so mflsste die Strecke mc der 
senkrechten Entfernung des 
Punktes m tou der Leitlinie 
gleich sein, weil beide, be- 

zOglich nach I, § 23a und der Definition der Parabel der Strecke 
mf gleich sein wfirden. Dies widerspricht aber I, § 20b und m 
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kann folglich kein Punkt der Parabel Bein. Die Gerade am hat 
also den einzigen Punkt a mit der Parabel gemein, das heisst, 
sie ist die Tangente der Parabel in diesem Punkte. 

. b) Zusatz. Jeder Punkt der Leitlinie ist Gegeupuukt 

des Brennpunktes in Bezug auf eine Tangente der Parabel. 

c) Diejenigen Winkel, welche die Tangente mit dem 

Leitstrahle des Berührungspunktes und der Axe der Parabel 

bildet, sind gleich gross. 

Fig. 16. Beweis. (Fig. 1 6 .) 

Wenn dxier Berührungs- 
punkt der Tangente dg 
und h der Gegenpunkt 
von f in Bezug auf dg 
ist, so ist hd mit der 
Axe ah parallel (a). 
Aus der Gleichheit der 
Winkel hdg und gdf(l, 
§ 18d) und der Gleich- 
heit der Wechselwinkel 
hdg omd dgb (I,§ 9 a) 
folgt die Behauptung. 

d) Zusatz. Der 
Berührungspunkt der 
Tangente und ihr 
Schnittpunkt mit der 
Axe bilden mit dem Brennpunkte und seinem Gegenpunkte 
einen Rhombus. Die Scheiteltangente geht durch den Mittel- 
punkt desselben. 

Beweis. (Fig. 16.) Aus der Gleichheit der Winkel dgf 
und gdf folgt die Gleichheit der Seiten gf und fd. Da aber fd 
auch hd gleich und hd mit der Axe parallel ist, so folgt aus 
I, § 25j3, dass gfdh ein Parallelogramm mit gleichen Seiten 
oder ein Ehombus ist. Die Scheiteltangente ist mit der Leit- 
linie parallel und halbirt den Abstand des Brennpunktes von der- 
selben. Sie wird daher nach I, § 28 c auch die Diagonale hf 
halbiren, das heisst durch den Mittelpunkt des Bhombus gehen. 

e) Aufgabe. Li einem Punkte der Parabel die Tangente 
an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 15.) Man Mle von dem Punkte a, dessen 
Tangente bestimmt werden soll, eine Senkrechte ac auf die Leit- 
linie und ziehe den Leitstrahl af. Die Tangente halbii't den ge- 
bildeten Winkel caf (c). 
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f) Aufgabe. Von einem Punkte ausserhalb der Parabel 
Tangenten an dieselbe zu ziehen. 

Auflösung. (Fig. 15.) m sei der gegebene Punkt. Die 
Gegenpunkte der gesuchten Tangenten sind die Schnittpunkte c und 
d der Leitlinie und eines um m mit dem Badius m/* beschriebenen 
Kreises (§ 9, a und b). Die Tangenten selbst sind die Halbirungs- 
senkrechten der Strecken fc und fd, 

g) Aufgabe. Eine Parabel zu zeichnen, von welcher 
der Scheitelpunkt und ein beliebiger anderer Punkt, sowie die 
Tangenten dieser Punkte gegeben sind. 

Auflöung. (Fig. 16.) a sei der Scheitelpunkt und d der 
zweite gegebene Funkt, ac und dg seien die Tangenten dieser 
Punkte. Man errichte in dem Schnittpunkt beider Tangenten 
eine Senkrechte auf dg^ so wird dieselbe mit der in a auf der 
Seheiteltangente errichteten Senkrechten ah den Brennpunkt / 
bestimmen. Der Gegenpunkt h des Brennpunkts in Bezug auf 
die Tangente dg ist auf der Leitlinie gelegen. Die Parabel kann 
nun nach § 8 b. construirt werden. 

h) Wenn man von dem Brennpunkte einer Parabel gerade 
Linien nach den Berührungspunkten zweier Tangenten und 
nach ihrem Schnittpunkte zieht, so halbirt die letzte dieser 
drei Geraden den Winkel der beiden andern. 

Beweis. (Fig. 15.) Nach der Auflösung zu Aufgabe f) ist 
cmd ein gleichschenkliges Dreieck. Die Winkel acm und hdm 
sind gleich, weil sie die Winkel an der Grundlinie dieses gleich- 
schenkligen Dreiecks zu 90^ ergänzen. Da nun aber '^acm 
= afm und ^ hdm = hfm, so müssen auch die Winkel afm 
und hfm einander gleich sein, was zu beweisen war. 

üebungen. § 10. 

1) Welches ist der geometrisclie Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt m gehen und einen ge- 
gebenen Kreis K berühren, wenn 

a) m innerhalb K gelegen ist, 
ß) m ausserhalb K gelegen ist. 

2) Die Brennpunkte und die grosse Axe einer Ellipse (Hyperbel) 
sind gegeben. Man soll die Schnittpunkte dieser Curve mit einer ge- 
gebenen Geraden bestimmen. Zur Auflösung sollen § 10, 1 und I § 91 
d.*) verwendet werden. 



*) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch 2 gegebene Punkte 
geht und einen gegebenen Kreis berührt. 

Müller, Geometrie, n. 2 
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3) Welches ist der geometrische Ort fOr die Mittelpunkte aller 
Kreise, welche durch einen gegebenen Punkt m gehen und eine gege- 
bene Gerade G berühren. 

4) Der Brennpunkt und die Leitlinie einer Parabel sind gegeben. 
Man soll die Schnittpunkte einer gegebenen Geraden mit der Curve 
finden. Zur Auflösung sollen § 10, 3 und I § 84a*) verwendet werden. 

6) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, welche zwei gegebene Kreise K und JT ungleichartig berühren, 
wenn 

a) K von E! eingeschlossen wird , . . . (Ellipse). 

ß) K und E! sich schneiden, . . . (Ellipse). 

y) K und K sich ausschliessen . . . (Hyperbel). 

6) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, welche zwei gegebene Kreise K und K! gleichartig berühren, 
wenn 

a) K von E! eingeschlossen wird , (Ellipse). 

ß) K und K sich schneiden, (Hyperbel). 

y) K und K! sich ausschliessen. .... (Hyperbel). 

7) Welches ist der geometrische Ort für die Durchschnittspunkte 
je zweier Radien der Kreise K und JT, wenn diese Radien nach Punkten 
gezogen sind, welche 

a) für den innem Aehnlichkeitspunkt von K und^£^ invers sind 
(I. § 102 c**), 

|3) für den äussern Aehnlichkeitspunkt von K und K! invers sind. 

Andeutung. Diese geometrischen Oerter fallen mit denjenigen von 
5) und 6) zusammen. 

8) Wo befinden sich die Scheitelpunkte der grossen Aze bei den- 
jenigen Ellipsen oder Hyperbeln, welche die geometrischen Oerter 5), 
6), 7) darstellen. 

Antwort. In der Mitte zwischen je zwei inversen Punkten der 
Centralen. 

9) Eine Ellipse (Hyperbel) als geometrischen Ort nach 5), 6> oder 
7) darzustellen, wenn die Brennpunkte f und f, sowie ein Scheitelpunkt 
8 der grossen Aze gegeben ist. 

Andeutung, f und f müssen die Mittelpunkte von K und IC sein. 
Ausserdem müssen zwei Punkte der Centralen /jT, welche von « gleich- 
weit abstehen, als inverse Punkte von K und K' angenommen werden. 

10) Die Aufgabe 9) kann auf beliebig viele Weisen gelöst werden. 
Man füge desshalb noch die Bedingung hinzu, dass 



*) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch 2 gegebene Punkte 
geht und eine gegebene Gerade berührt. 

**) Wenn man durch einen Aehnlichkeitspunkt von Z^und AT' eine 
Secante dieser Kreise zieht, so werden je zwei nicht homologe Punkte 
dieser Secante inverse Punkte genannt. 
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ä) K und K! sich berühren. 
p) K einen gegebenen Radins hat. 
y) K zn einem Punkte zusammenschrampfb. 
(Vergleiche § 10, 1.) 

11) Eine Ellipse oder Hyperbel zn constmiren, wenn gegeben sind: 

«) Die Brennpunkte f und f und ein Gurvenpunkt a (zwei . Auf- 
Idsungen). 

p) Ein Brennpunkt /*, die Sichtung der grossen Axe und zwei 
Corvenpunkte a und h (zwei Auflösungen). 

y) Ein Brennpunkt f und drei Curvenpunkte a, h^ c (vier Auf- 
lösungen). 

Andeutung. Die Auflösungen geschehen durch 5) und 6). Bei a) 
ziehe man die Kreise K und K! beide durch a; f und f sind ihre 
Mittelpunkte. Bei fl) ziehe man K und K* durch a; f ist Mittelpunkt 
von K; K^ hat seinen Mittelpunkt auf der grossen Axe imd berührt 
einen leicht zu bestimmenden Kreis (I. § 91 d*).' Bei y) ziehe man 
beide Kreise durch a; K hat seinen Mittelpunkt in f; E! muss zwei 
leicht zu findende Kreise berühren (I. § 108, 21**). 

12) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte aller 
Kreise, welche eine gegebene Gerade G und einen gegebenen Kreis K 
berühren. 

Andeutung. Dieser geometrische Ort wird durch zwei Parabeln 
gebildet. 

13) Eine Parabel als geometrischen Ort nach 12) darzustellen, 
wenn der Brennpunkt und der Scheitelpunkt gegeben sind. 

14) Die Aufgabe 13) kann auf beliebig viele Weisen gelöst werden. 
Man füge desshalb noch die Bedingung hinzu, dass 

a) G und K sich berühren, 

^) K einen gegebenen Radius hat, 

y) K zu einem Punkt zusammenschrumpft; (§ 10, 3). 

16) Eine Parabel als geometrischen Ort nach 12) darzustellen, 
wenn dieselbe durch zwei Punkte a und h eines Kreises K gehen und 
ihr Brennpunkt in dem Mittelpunkt dieses Kreises liegen soll. 

Andeutung. K wird als erzeugender Kreis angenommen. Die 
Gerade G ist durch die Verbindungslinie ah dargestellt. 

16) Eine Parabel zn construiren, wenn gegeben ist: 

a) der Brennpunkt /*, ein Curvenpunkt und die Axenrichtung 
(zwei Auflösungen. — § 10 16.), 

P) der Brennpunkt f und zwei Curvenpunkte a und h. 



*) Von den beiden Kreisen, welche durch 2 gegebene Punkte gehen 
und einen gegebenen Kreis berühren^ den einen zu finden, wenn der 
andere (K) schon bekannt ist. 

**) Von den beiden Kreisen, welche durch einen gegebenen Punkt 
gehen und zwei gegebene Kreise gleichartig (bezüglich ungleichartig) 
berühren, den einen zu finden, wenn der andere (K) schon bekannt ist. 

2* 
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Andeutung zu ß). Die Auflösung geschieht nach 12). Man ziehe 
K und G durch den Punkt a; f ist der Mittelpunkt von K; G muss 
einen leicht anzugebenden Kreis berühren (zwei Auflösungen). 

17) Die Mittelsenkrechten derjenigen Secantenabschnitte, welche 
von einem Punkte m bis zu der Peripherie eines Kreises K reichen, 
sind Tangenten an eine Curve. Welches ist diese Curve, wenn 

a) m ausserhalb K gelegen ist (Hyperbel), 
ß) m innerhalb K gelegen ist (Ellipse). 

18) Bei dem geometrischen Orte in 7) sind die Mittelsenkrechten 
der zwischen den inversen Punkten enthaltenen Strecken entweder 
Tangenten oder Normalen der Curvenpunkte. 

Anmerkung. Die in einem Curvenpunkte auf die Tangente errich- 
tete Senkrecht« heisst die Normale dieses Curvenpunktes. 

19) Es gibt unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln, welche zwei 
gegebene Punkte f und f zu Brennpunkten haben (ccmfocale Curven). 
Eine beliebige unter den Ellipsen schneidet keine andere Ellipse, aber 
sie schneidet alle Hyperbeln rechtwinklig. Durch jeden Punkt der 
Ebene geht eine der Ellipsen und eine der Hyperbeln (§ 10, IIa). 

20) Eine Ellipse oder Hyperbel zu constaruiren, wenn ein Brenn- 
punkt f gegeben ist und 

a) drei Tangenten Ä, B^ C der Curve, 

ß) zwei Tangenten Äy B und der Berührungspunkt m auf J., 
y) zwei Curvenpunkte m, n und die Tangente A m m (zwei Auf- 
lösungen). 

Andeutungen, a) der andere Brennpunkt f ist der Mittelpunkt 
des durch die Gegenpunkte von f in Bezug auf A , B und C bestimmten 
Kreises, ß) f ist der Mittelpunkt eines Kreises, welcher durch die 
Gegenpunkte von f in Bezug auf A und B geht. Die Bichtung des 
dem ersteren Gegenpunkte zugehörigen Badius ist durch m bestimmt. 
y) f ist der Mittelpunkt eines Kreises K^ welcher durch den Gegen- 
punkt von f in Bezug auf A geht. Die Bichtung des zugehörigen 
Badius ist durch m bestimmt. K muss femer einen um n mit dem 
Badius nf beschriebenen Kreis berühren. 

21) An eine Ellipse oder Hyperbel eine Tangente mit einer gege- 
benen Geraden parallel zu legen (zwei Auflösungen). 

22) An diese Curven Tangenten zu ziehen, welche a) einen *gege- 
benen Winkel mit einander bilden, ß) senkrecht auf einander stehen. 

23) Wenn die Berührungspunkte zweier Tangenten mit einem 
Brennpunkte in einer Geraden liegen, so steht die Verbindungslinie 
des Brennpunktes mit dem Schnittpunkte der Tangenten auf der Be- 
rührungssehne senkrecht (§ 3 /; § 6 /*, § 9 h.) 

24) Die Fusspunkte der von einem Brennpunkte einer Ellipse auf 
die Tangenten gefällten Senkrechten liegen auf einem Kreise. 

26) Wenn der Scheitel eines rechten Winkels sich auf einem Kreise 
bewegt und der eine Schenkel durch einen festen Punkt geht, so be- 
rührt der andere Schenkel eine Ellipse oder Hyperbel. 

26) Welche Curve wird von den Mittelsenkrechten derjenigen 
Strecken berührt, welche von einem gegebenen Punkte p bis zu einer 
gegebenen Geraden G reichen? 
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27) Eine Parabel zu construiren, wenn der Brennpunkt und a) zwei 
T^mgenten, ß) eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte gegeben sind. 

28) An eine Parabel eine Tangente zu legen, welche mit einer 
gegebenen Geraden parallel ist. 

^ 29) An eine Parabel Tangenten zu legen^ welche 

a) einen gegebenen Winkel bilden, 
^ senkrecht auf einander stehen. 

30) Welches ist 'der geometrische Ort für die Schnittpunkte solcher 
senkrecht auf einander stehender Tangenten. 

31) Die Fusspunkte der von dem Brennpunkte einer Parabel auf 
die Tangenten gefällten Senkrechten liegen auf einer Geraden. 

32) Wenn der Scheitel eines rechten Winkels sich auf einer Ge- 
raden bewegt und ein Schenkel durch einen festen Punkt geht, so be- 
rührt der andere eine Parabel. 

33) Die Berührungssehne der von einem Punkte der Leitlinie ge- 
zogenen Tangenten geht durch den Brennpunkt der Parabel. 



Zweiter Cursus. 

Die OrundgeMlde der neueren G^metrie. 



I. Abschnitt. 

Harmonische Punkte und Strahlen. — DaB vollständige 

Viereck und Yierseit. 

Harmonische Punkte und Strahlen. § 11. 

a) Erklärung. Vier Punkte- ös) Erklärung. Vier Strah- 
len Ä, C, B, D, (Fig. 17) heissen 
„harmonische Strahlen", wenn 
sie von demselben Pmikte s 
nach 4 harmonischen Punkten 
a, c, h, dy gezogen sind. 



a, c, hy dj (Fig. 17) heissen „har- 
n\onische Punkte", wenn die 
Strecke a6 in c und d innen 
und aussen nach demselben 
Verhältniss getheilt wird. 

Anmerkung zu a). Dami wird auch die Strecke cd ihrer- 
seits in a und h innen und aussen nach demselben Verhältniss 
getheilt (Einleitung § 2 Anmerkung). 



Die Punkte a und &, c und 
d heissen zugeordnete Punkte. 
Zwei zugeordnete Punkte sind 
durch einen der übrigen von 
einander getrennt. 



Die Strahlen A und B, C 
und D heissen zugeordnete 
Strahlen. Zwei zugeordnete 
Strahlen sind durch je einen der 
übrigen von einander getrennt. 
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Fig.llS. 




1. Beispiel. 



b) Die Halbirungslinie eines 
Dreieckswinkels und seines 
Nebenwinkels theilen die gegen- 
überliegende Seite harmonisch 
(Einleitung § 2a und § IIa). 



ß) Zwei convergente Gerade 
und die Halbirungslinien der 
von ihnen gebildeten Winkel 
bilden 4 harmonische Strahlen 
(§ 11, b und a). 



2. Beispiel. 
e) Ein Punkt c ausserhalb des Kreises und seine Be- 
rührungssehne theilen den durch c gezogenen Durchmesser 
harmonisch. 

Beweis. Man erkennt leicht, dass in dem Dreieck doc der 
Winkel bei o und sein Nebenwinkel durch die Geraden oa und 
oh halbirt wird. Die Behauptung folgt also aus h). 

Anmerkung. Da od die Höhe des rechtwinkligen Dreiecks 
moc ist, so gilt die Gleichung 

mö^ = mö? = mb^ = nie • md 

Dieselbe ist auch noch richtig, wenn man die Vorzeichen der 
Strecken (Einleit. § 1) berücksichtigt, d. h. wenn acbd A: har- 
monische Punkte und m die Mitte von ah ist, so gilt die Gleich- 
ung (wa)^ = (w6)^ = (mc) (md). Dieser Satz kann auch um- 
gekehrt werden. Zum Beweise zeichne man unter der Voraus- 
setzung (may = {mhy = (mc) (md) einen Kreis über ah als 
Durchmesser, errichte in d <^e senkrechte Sehne op und ziehe co. 
Aus der Beziehung mo^ '= mb^ '= mc • md folgt leicht, dass das 
Dreieck moc bei o rechtwinklig und daher oc eine Tangente 
des Kreises ist. Die Behauptung ergibt sich also aus c). 



§ 12. Fortsetzung. 

a) Vier harmonische Punkte 
einer Geraden g werden aus 
jedem Punkte, der nicht auf 



cc) Vier harmonische Strah- 
len eines 'Punktes m werden 
von jeder Greraden, welche 



Harmonisohe Punkte und Strahlen. 
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nicht durch m geht, in 4 har- 
monischenPunktengeschnitten. 




c^ 



Zjß gelegen ist, durch 4 har- 
xnonische Strahlen projicirt. 

Beweis. Die Behauptung unter d) 
enthält nur die Erklärung in § IIa. 
TJm €i) zu beweisen bedenke man, dass 
4 harmonische Strahlen durch Verbindung 
von 4 harmonischen Funkten a, c, 6, d 
(Fig. 19) mit einem Funkte m entstanden 
sind. Man hat mm 2 Fälle zu unterscheiden : 

1. Fall. Die Gerade, welche die 4 
harmonischen Strahlen schneidet, geht '^ 
durch einen der 4 Punkte a, c, &, d^ zum 

Beispiel durch a. Dann können die Geraden mc und m(2 als Trans- 
versalen des Dreiecks akb angesehen werden. Daher ist sowohl das 
Product der Abstandsverhältnisse mk : mhj cb : ca^ia: ik^ als auch 
dasjenige der Abstandsverhältnisse mk : m&, db : da^ la :lk der 
Eiiüieit gleich (Einleitung §. 3 a). Da aber das Verhältniss mk : mb 
in jedem dieser gleichen Froducte den ersten Factor bildet imd die 
zweiten Factoren wegen cb : ca = db : da (§. IIa) gleich sind, so 
müssen auch die beiden übrigen Factoren, nämlich die Verhältnisse 
ia : ik tmd la :lk gleich sein, worin die Behauptung gelegen ist. 

2. Fall. Diejenige Gerade, welche die 4 Strahlen (in den 
Punkten /*, ^, Ä, t) schneidet, geht durch keinen der 4 Punkte 
a, c, &, d. In diesem Falle verbinde man den einen (l) der 4 
Schnitipunkte mit einem (a) der Punkte a, c, &, d. Durch zwei- 
malige Anwendung des ersten Falles erweist sich nun die Behauptung. 

b) Aufgabe. Es sind 3 /?) Aufgabe. Es sind 3 
PuiJcte abc einer Geraden ge- Strahlen ABC eines Punktes 
geben. Man soll den zu c gegeben. Man soll den zu G 
zugeordneten 4ten harmoni- zugeordneten 4ten' harmoni- 
schen Punkt finden. sehen Strahl finden. 

Auflösung, b) Man ziehe durch die Punkte a und b zwei 
Parallelen (in der Figur 20 sind dieselben senkrecht zu ab) und 

Fig. 20. 

N 



a\ 



\e 



» 



4 
I 

{ 
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N i 
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schneide sie mit einer durch c gezogenen Gerttden in f und h. 
Macht man ag =» af^ so bestimmt die Gerade hg auf ah den ge< 
suchten Punkt d (I, § 63a. II, § IIa). 

3) Man schneide die 3- Strahlen durch eine Gerade in drei 
Punkten a, 6, c und suche den zu c zugeordneten 4ten harmo- 
nischen Punkt. Derselbe bestimmt den gesuchten Strahl (§11 «). 



c) Es gibt unendlich viele 
Punktepaare^ welche mit den 
E^lnkten a und h 4 harmoni- 
sche Punkte bilden. Dem Mittel- 
punkte m der Strecke ah ge- 
hört der unendlich ferne Punkt 
der Geraden als vierter har- 
monischer Punkt zu. 

Wenn der Punkt c aus der 
Mitte vor ah gegen a rückt, 
so bewegt sich der vierte har- 
monische Punkt d von links 
her aus unendlicher Ferne gegen 
a um zugleich mit ein a ein- 
zutreffen. 

Wenn sich der Punkt c aus 
der Mitte von ah gegen h be- 
wegt, so rückt der vierte har- 
monische Punkt von rechts her 
aus unendlicher Feme gegen 
h um zugleich mit c in h an- 
zukommen. 

In a, wie in 6, fallen je zwei 
ugeordnete Punkte in einen 
einzigen zusammen. 

Der Beweis von c) wird geführt, indem man in Fig. 20 
die Länge von hh oder die gemeinsame Länge von a/*und ag sich 
verändern lässt und die daraus hervorgehenden Veränderungen in 
der Lage der Punkte c und d beobachtet. Wenn z. B. hh = ag 
= a/*, so föllt der Punkt c in die Mitte von ah und der Punkt 
d ist durch zwei parallele Gerade als unendlich femer Punkt 



y) Es gibt unendlich viele 
Strahlenpaare, welche mit den 
Strahlen Ä und B 4 harmoni- 
sche Strahlen bilden. Der Hal- 
birungslinie M eines von Ä 
und B gebildeten Winkels ge- 
hört die Halbirungslinie des 
Nebenwinkels als 4ter harmo- 
nischer Strahl zu. 

Wenn sich der Strahl C von 
der Halbirungslinie M weg 
gegen Ä dreht, so bewegt sich 
der 4te harmonische Strahl 
in entgegengesetzter Drehungs- 
richtung ebenfalls gegen Ä um 
zugleich mit C in Ä einzu- 
treffen. 

Wenn sich der Strahl C von 
der Halbirungslinie M weg 
gegen B dreht, so bewegt sich 
der 4te harmonische Strahl D 
in entgegengesetzter Drehungs- 
richtung ebenfalls gegen B um 
zugleich mit C in B anzu- 
kommen. 

In Ay wie in B, fallen je 
zwei zugeordnete Strahlen in 
einen einzigen zusammen. 



Das vollständige Viereck nnd Yierseit. 
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>>e8timint. (I, § 10*). Was den Beweis von y) anbelangt, so 
ist die zweite Behauptung schon in § 11/3 enthalten. Die übrigen 
ergeben sich leicht aus c) mit Hülfe von § IIa. 

Anmerkung. Aus y folgt zugleich, dass von allen Strahlen- 
paaren, welche mit zwei gegebenen Geraden 4 harmonische Strahlen 
bilden, nur dasjenige einen rechten Winkel einschliesst, dessen 
Strahlen die Winkel der gegebenen Geraden halbiren. 



Das voUstindige Viereck 

a) Erklärungen. Vier 
Punkte a, 6, c, rf, (Fig. 21) von 
welchen nicht 3 auf einer Ge- 
raden liegen, können als Ecken 
eines „vollständigen Vierecks" 
angesehen werden. Die 6 Ge- 
raden dbj bc, cdy da, db, ac, 
welche diese Punkte paarweise 
verbinden, sind die Seiten des 
vollständigen Vierecks. 

Fig. »1. 



und Vierseit. 

^) Erklärungen. Vier Ge- 
rade ab, bc, cg, ga, (Fig. 22) von 
welchen nicht. 3 durch einen 
Punkt gehen, können als Seiten 
eines „vollständigen Vierseits" 
betrachtet werden. Die 6 Punkte 
a, b, c, g, rf, Ä, in welchen sich 
diese Geraden paarweise schnei- 
den, sind die Ecken des voll- 
ständigen Vierseits. 

Flg. 82. 



§ 18. 




Je zwei Seiten des Vierecks, 
welche sich nicht in einem Eck- 
punkte desselben schneiden, 
wie ad und bc, heissen Gegen- 
seiten. Der Schnittpunkt zweier 
Gegenseiten heisst ein Neben- 
eck des vollständigen Vierecks. 

Ein vollständiges Viereck 
hat drei Paare von Gegenseiten 
und drei Nebenecken. 




Je zwei Ecken des Vierseits, 
deren Verbindungslinie keine 
Seite desselben ist, wie a und c, 
heissen Gegenecken. Die Ver- 
bindungslinie zweier Gegen- 
ecken heisst eine Diagonale 
des vollständigen Vierseits. 

Ein vollständiges Vierseit 
hat drei Paare von Gegenecken 
und drei Diagonalen. 



*) oder II, § 22 a. 
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b) Auf zwei Gegenseiten {ad 
und 6c in Fig. 21) eines voll- 
ständigen Vierecks entstehen 
durch das Nebeneck (o), in 
welchem sie sich schneiden, 
und durch ihre Schnittpunkte 
mit der Verbindungslinie (nÄ) 
der übrigen Nebenecken 4 har- 
monische Punkte. 



ß) In zwei Gegenpunkten 
Qb und d in Fig. 22) eines 
vollständigen Vierseits ent- 
stehen durch die Diagonale (%cf), 
auf welcher sie liegen, und 
durch ihre Verbindungslinien 
mit dem Schnittpunkte {m) der 
übrigen Diagonalen je 4 har- 
monische Strahlen. 



Beweise. 



Man denke sich auf jeder 
der Geraden ad und hc den zu 
zugeordneten 4ten harmo- 
nischen Punkt bestimmt. Diese 
Punkte p und q müssen alsdann 
beide in denjenigen Strahl 
des Punktes m fallen, welcher 
mit mo zusammen die Winkel 
der Geraden ac und hd harmo- 
nisch theilt (§. 12a), d. h. m 
muss auf der Geraden pq liegen. 
Ebenso wird bewiesen, dass auch 
n auf der Geraden pq gelegen 
ist, woraus folgt, dass i? und ^ 
die Schnittpunkte von nm mit 
den Gegenseiten ad und 6c sind. 

c) In einem vollständigen 
Viereck entstehen in jedem 
Nebeneck durch seine Verbin- 
dungslinien mit den übrigen 
Nebenecken 4 harmonische 
Strahlen. 



Man denke sich in jedem 
der Punkte h und d den zu hd 
zugeordneten 4ten harmonischen 
Strahl bestimmt. Diese beiden 
Strahlen müssen die Gerade ac 
in dem zu n zugeordneten har- 
monischen Punkte treffen (§ 12fi;), 
d. h. sie müssen sich auf der 
Geraden ac schneiden. Ebenso 
wird bewiesen, dass sich diese 
Strahlen auch auf der Geraden 
gh treffen, woraus folgt, dass sie 
die Verbindungslinie "der Gegen- 
punkte h und d mit dem Schnitt- 
punkte m sind. 

r) In einem vollständigen 
Vierseit wird jede Diagonale 
durch die übrigen Diagonalen 
harmonisch getheilt. 



Beweise. 



(Fig. 21.) wa, nÄ, nd^ no 
sind 4 harmonische Strahlen, 
weil a, i?, rf, nach b) 4 har- 
monische Punkte sind (§ 12 a). 
Ebenso wird die Behauptung für 
die andern Nebenecken bewiesen. 

d) Aufgabe. Zu drei ge- 
gebenen Strahlen eines Punktes 



(Fig. 22.) a, n», o, n sind 4 
harmonische Punkte, weil dfa, 
dm^ dCj dn nach ß) 4 harmo- 
nische Strahlen sind (§ 12tt). 
Ebenso wird die Behauptung für 
die andern Diagonalen bewiesen. 

d) Aufgabe. Zu drei ge- 
gebenen Punkten einer Ge- 



Das vollständige Viereck und Vierseit. 
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den 4ten harmomschen Stralil 
mit dem Lineal allein zu finden. 
(Durch Anwendung von c.) 



raden den 4ten harmonischen 
Punkt mit dem Lineal allein 
zu finden. (Durch Anwendung 
von y.) 



üebungen. 

1) Wenn man durch einen Eckpunkt eines Dreiecks die Mittellinie 
und die Parallele zu der gegenüberliegenden Seite zieht^ so erhält man 
4 harmonische Strahlen. 

2) Wenn man vier harmonische Strahlen durch eine Gerade schneidet, 
welche mit einem derselben parallel ist, so halbirt der zugeordnete 
Strahl den zwischen den beiden übrigen Strahlen gelegenen Abschnitt. 

3) Wenn man durch einen Eckpunkt eines Parallelogrammes die 
Diagonale und eine Parallele zu der zweiten Diagonalen zieht, so er- 
hält man vier harmonische Strahlen. 

4) Es sind drei Strahlen Ä, B, C gegeben. Man soll zu C den 
zugehörigen harmonischen Strahl suchen und dazu 3) benützen. 

5) Wenn man die Höhen eines Dreiecks zieht und die Fusspunkte 
derselben durch gerade Linien verbindet, so hat man in jedem dieser 
Fusspunkte 4 harmonische Strahlen erhalten. 

6) Den analogen Satz für die Mittellinien eines Dreiecks (welche 
sich in dem Schwerpunkte schneiden) auszusprechen und zu beweisen. 

7) g, a, d, b seien vier harmonische Punkte. Auf welcher Linie 
liegen diejenigen Punkte o, welche die Eigenschaft haben, dass 

«) "^ acd = bcd 

ß) Ca : cb =^ da : db 
Antwort zu a) und ß). Auf demjenigen Kreise JT, welcher den 
Abstand gd zum Durchmesser hat. Man zeige auch, dass jeder Punkt 
von K die angegebenen Eigenschaften hat*). 

8) Ein rechtwinkliges Dreieck zu construiren, wenn die beiden Ab- 
schnitte gegeben sind, in welche eine Kathete durch die Halbirungs- 
linie des gegenüberliegenden Winkels getheilt wird. 

9) Jede auf einem Durchmesser senkrechte Sehne wird durch die 
Katheten eines über demselben gezeichneten rechtwinkligen Dreiecks 
harmonisch getheilt. 

10) Diejenigen Geraden, welche die Nebenecken eines vollständigen 
Vierecks verbinden, bestimmen auf den Seiten desselben 6 Punkte, 
welche die Ecken eines vollständigen Yierseits bilden. 

11) Diejenigen Punkte, in welchen die Diagonalen eines vollstän 
digen Yierseits sich schneiden, Uefem durch ihre Verbindung, mit den 
Ecken des Vierseits 6 gerade Linien, welche Seiten eines vollständigen 
Vierecks sind. 

12) Von einem vollständigen Viereck sind die Nebenecken und 
ein Eckpunkt gegeben. Man soll dasselbe zeichnen. 

*) Vergl. I, § 70 a u. a. 



§ u. 
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13) Von einem vollständigen Vierseit sind die Diagonalen und eine 
Seite gegeben. Man soll dasselbe zeichnen. 

14) Von vier harmonischen Strahlen ist der eine gegeben, sowie 
die Bedingung, dass die übrigen Strahlen durch drei nicht in einer 
Geraden liegende Punkte gehen sollen. Man soll die drei fehlenden 
Strahlen zeichnen. 

15) Von vier harmonischen Punkten ist der eine gegeben, sowie 
die Bedingung, dass die übrigen Punkte auf drei nicht durch einen 
Punkt gehenden Geraden liegen sollen. Man soll die fehlenden Punkte 
bestinunen. 

16) Auf dem Felde sind zwei Punkte a und 6 durch Visirstäbe 
bezeichnet. Obgleich man eines Hindernisses wegen nicht längs der 
Linie ah visiren kann, so soll dennoch mit alleiniger Hülfe von Yisir- 
stäben der Schnittpunkt der Geraden ah mit einer andern ausgesteckten 
Geraden G bestinünt werden. 

Andeutung. Man stecke ein vollständiges Vierseit ab, von welchem 
a und h zwei Gegenpunkte sind, während ein zweites Paar von Gegen- 
punkten beliebig auf G angenommen wird. Nach § ISy wird nun die 
Aufgabe durch das Aufsuchen eines vierten harmonischen Punktes auf 
der dritten Diagonalen des Vierseits zu lösen sein. 

17) Von einem gegebenen Punkte m aus eine Gerade nach dem 
unzu^i]glichen Convergenzpunkt zweier gegebener Geraden zu ziehen. 



n. Abschnitt. 

Frojeotivisohe Grundgebild«. 

§15. Punktreihen und StraUenbuscliel. 
a) Erklärung. Es gibt 
unendlich viele Punkte, welche 
auf einer Geraden G liegen. 
Die Gesammtheit derselben 
wird eine Punktreihe genannt. 
Die Gerade G heisst der Träger 
der Punktreihe. 



oc) Erklärung. Es gibt 
unendlich viele Geraden, welche 
durch einen Punkt m gehen. 
Die Gesammtheit derselben 
wird ein Strahlenbüschel ge- 
nannt. Der Punkt m heisst 
der Scheitel des Strahlen- 
büschels. 

Die Punktreihe und der Strahlenbüschel heissen die Grund- 
gebilde der neueren Geometrie, weil man sich derselben zu der 
Erzeugung oder der Definition von zusammengesetzteren Figuren 
bedient. 

Die Punkte der Punktreihe oder die Strahlen des Strahlen- 
büschels werden als Elemente dieser Gebilde bezeichnet. 

um aus zwei Grundgebilden neue Figuren entstehen zu lassen, 
ist es uöthig, dieselbeu ^o auf einander zu beziehen, dass jedem 



Projecüyische Grandgebilde. 
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Elemente des einen Grundgebildes ein einziges Element des an- 
dern entspricht. 

Solche „eindeutige Beziehungen*^ von Grundgebilden auf 
einander können in folgender Art aufgestellt werden. 



b) Man yerbinde die Punkte 
Ojhj Cy d . . . einer Punktreihe 
(Fig. 23) mit einem ausserhalb 
des Trägers gelegenen Punkte 



ß) Man schneide die Strah- 
len eines Strahlenbüschels 
durch eine Gerade, welche 
nicht durch den Scheitel geht 




M und setze jeden Punkt der 
Reihe dem durch ihn gezoge- 
nen Strahle des entstandenen 
Strahlenbüschels M(a,b,Cyd . . .) 
entsprechend. 

c) Man verbinde jeden Punkt 
a, bj c, d , . . (Fig. 23) einer 
Punktreihe mit zwei ausserhalb 



und setze jeden Strahl des 
Büschels dem auf ihm gelege- 
nen Punkte der entstandenen 
Punktreihe entsprechend. 

J^) Man schneide die Strah- 
len eines Strahlenbüschels 
(Fig. 24) mit zwei Geraden 




des Trägers gelegenen Punkten 
M und M' und setze in den 
entstandenen Strahlenbüscheln 
je zwei Strahlen entsprechend, 
welche sich in einem Punkte 
der Punktreibe schneiden. 



G und G\ welche nicht durch 
den Scheitel gehen und setze 
indenentstandenenPunktreihen 
je zwei Punkte entsprechend, 
welche auf demselben Strahle 
des Büschels liegen. 
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§ 16. 



§ 17. 



In allen diesen Fällen entsprechen 4 harmonischen Ele- 
menten des einen Gebildes wieder 4 harmonische Elemente 
des andern^ wie sich leicht durch § 12^ a und a beweisen lässt. 

Projectivisclie Grandgebilde. 

Zwei Grundgebilde heissen zu einander projectivisch ver- 
wandt^ oder kurz projectivisch, wenn sie eindeutig so auf 
einander bezogen sind^ dass je 4 harmonischen Elementen 
des einen wieder 4 harmonische Elemente des andern ent- 
sprechen. Die in § 15. festgesetzten Beziehungen lassen sich 
also folgendermassen ausdrücken: 



a) Eine Punktreihe wird aus 
jedem Punkte ausserhalb ihres 
Trägers durch einen mit ihr 
projectivischenStrahlenbüschel 
projicirt. Jeder Strahl geht 
durch den ihm entsprechenden 
Punkt. 



€c) Ein Strahlenbüschel wird 
durch jede Gerade, welche nicht 
durch seinen Scheitel geht, in 
einer mit ihm projectivischen 
Punktreihe geschnitten. Jeder 
Punkt liegt auf dem ihm ent- 
sprechenden Strahle. 



Diese Lage der beiden Gebilde gegen einander heisst 
die perspectivische Lage. 



b) Eine Punktreihe wird 
aus zwei nicht auf ihrem Trä- 
ger gelegenen Punkten durch 
zwei projectivische Strahlen- 



büschel projicirt. Je zwei ent- reihen geschnitten. Die Ver- 



sprechende Strahlen schneiden 
sich auf dem Träger der 
Punktreihe. 

In der Verbindungslinie der 
Scheitel sind zwei entsprechende 
Strahlen vereinigt. 

Diese Lage zweier projec- 
tivischer Strahlenbüschel heisst 
die perspectivische. 



ß) Eip Strahlenbüschel wird ' 
durch zwei Gerade, welche 
nicht durch den Scheitel gehen, 
in zwei projectivischen Punkt- 



bindungslinien entsprechender 
Punkte (Projectionsstrahlen) 
gehen alle durch den Scheitel 
des Büschels. In dem Schnitt- 
punkte der Träger sind zwei 
entsprechende Punkte vereinigt. 
Diese Lage zweier projecti- 
vischer Punktreihen heisst die 
perspectivische. 



Aufgaben. 

a) Eine Punktreihe und einen Strahlenbüschel projecti- 
visch auf einander zu beziehen, so dass drei gegebene Punkte 
a, b, c (Fig. 25) d^ Punktreihe den gegebenen Strahlen 
«, ßy y (Fig. 26) des Büschels entsprechen. 



Projectivische Qrundgebilde. 



31 



Auflösung. Man denke sich den Strahlenbüschel so ver- 
schoben, dass die Strahlen a, ß-, y bezüglich durch die Punkte 
0)5,0 gehen. Die neue Lage des Büschels findet man dadurch, 
das man durch a und 5 einen Kreis zieht, welcher über ab als 





Sehne den Winkel der Strahlen a und ß als Peripheriewinkel 
fasst, und durch h und c einen Kreis, dessen Peripherie winkel über 
hc dem Winkel der Strahlen j5 und y gleich ist. Die beiden Kreise 
schneiden sich in h und zum zweiten Male in dem gesuchten Orte 
des Scheitels B, Nun setze man jeden Strahl des Büschels seinem 
Schnittpimkt mit dem Träger der Punktreihe entsprechend. 



b) Zwei Strahlenbüschel pro- 
jectivisch so auf einander zu 
beziehen^ das^ drei gegebenen 
Strahlen des einen der Reihe 
nach drei gegebene Strahlen 
des andern entsprechen. 

Auflö 

Man lege die Strahlenbüschel 
so^ dass zwei entsprechende 
Strahlen in die Verbindungslinie 
JM'-ar(Fig.23) der Scheitel faUen, 

Die beiden andern Paare ent- 
sprechendender Strahlen bestim- 
men zwei Schnittpunkte a und &. 
Man setze nun je zwei Strahlen 
beider Büschel entsprechend, wel- 
che sich in einem Punkte der 
Geraden ab schneiden. 



ß) Zwei Punktreihen pro- 
jectivisch so auf einander zu 
beziehen^ dass drei gegebenen 
Punkten der einen der Reihe 
nach drei gegebene Punkte 
der andern entsprechen. 

sung. 

Man lege die Punktreihen so, 
dass zwei entsprechende Pimkte 
in den Schnittpunkt x (Fig. 24) 
der Träger fallen. 

Die beiden andern Paare ent- 
sprechender Punkte bestimmen 
zwei Gerade ad und bb' imd 
ihren Schnittpunkt M, 

Man setze nun je zwei Punkte 
beider Reihen entsprechend, wel- 
che auf einer durch M gehenden 
Geraden liegen. 



Allgemeine Sätze über projectivische Gebilde. 

a) Wenn zwei Grundgebilde mit demselben dritten pro- 
jectivisch sind^ so sind sie auch unter sich projectivisch. 



6 18* 
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Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition der projec- 
tivischen Gebilde. 

b) Wenn drei Elemente eines Grundgebildes mit den 
entsprechenden Elementen eines damit projectivischen gleich- 
artigen Grundgebildes zusammenfallen, so fallen je zwei ent- 
sprechende Elemente der beiden Gebilde zusammen. 

Beweis. 1) a, h, c seien drei Punkte einer Geraden, in 
welchen je zwei entsprechende Punkte zweier auf dieser Geraden 
gelegenen projectivischen Punktreihen zusammenfallen. Man kann 
nun drei andere Punkte finden, von welchen jeder mit a^ b^ c 
eine Gruppe von vier harmonischen Punkten bildet, so nämlich, 
dass nach einander jeder der Punkte a, 2», c einem der drei neuen 
Punkte zugeordnet ist. Diese drei gefimdenen Punkte müssen 
nach der Definition projectivischer Gebilde (§16.) mit ihren ent- 
sprechenden Punkten zusammenfallen. Aus den nunmehr vor- 
handenen 6 Punkten kann man wieder andere Gruppen von drei 
Punkten bilden, von welchen jede auf dieselbe Weise zu drei 
Punkten führt, welche ebenfalls mit ihren entsprechenden Punkten 
zusammenfia>llen . 

In derselben Weise fortschUessend findet man, dass auf der 
gegebenen Geraden eine unendliche Zahl von Punkten existiren 
müsse, in welchen entsprechende Punkte beider Beihen zusanunen- 
fallen. Es bleibt nur noch zu beweisen, dass die sich selbst ent- 
sprechenden Punkte der Geraden in stetiger Weise der ganzen 
Ausdehnung der Geraden nach auf einander folgen. 

Seien m und n zwei sich selbst entsprechende Punkte der 
Geraden. Zu jedem Punkt innerhalb der Strecke mn^ welcher 
mit seinem entsprechenden zusammenföllt, existirt ein zugehöriger 
vierter harmonischer Punkt ausserhalb mn, welcher eben&lls sich 
selbst entspricht, umgekehrt gehört zu jedem sich selbst ent- 
sprechenden Punkt ausserhalb mn ein eben solcher innerhalb 
dieser Strecke, nämlich der zugehörige vierte harmonische Punkt. 
Enthielte nun eine Strecke, wie klein dieselbe atich sein mag, 
keine sich selbst entsprechenden Punkte, so könnten auch keine 
solche ausserhalb mn liegen, was nicht möglich ist, da dem 
Vorigen zufolge unendlich viele Punkte der Geraden mit ihren 
entsprechenden zusammenfallen. Wenn aber keine noch so kleine 
Strecke, welche zwischen zwei sich selbst entsprechenden Punkten 
liegt, von weitern Punkten dieser Art frei sein kann, so müssen 
diese Punkte in stetiger Weise auf einander folgen, was zu be- 
weisen war. 

2) Es seien zwei projectivische \md concentrische Strahl- 
büschel gegeben, in welchen drei Strahlen A^ B, C sich selbst 
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entsprechen. Die beiden Strahlbüschel projiciren sich auf einer 
Geraden G, welche nicht durch ihren Scheitel geht, in zwei pro- 
jectivischen Punktreihen. Die Schnittpunkte a, 6, c der Strahlen 
A, B.j Cmit der Geraden G entsprechen in diesen Punktreihen 
sich selbst. Wenn nun in den gegebenen Strahlenbtischeln nicht 
alle Strahlen mit ihren entsprechenden Strahlen zusammenüelen, 
so könnten auch in den projectivischen Punktreihen, in welchen 
die Punkte a, fc, c sich selbst entsprechen, nicht alle Punkte mit 
ihren entsprechenden zusammenfallen. Dies widerspricht aber dem 
unter l) bewiesenen ersten Theile des Lehrsatzes. 

c) Zwei Grundgebilde können auf eine einzige Art pro- 
jectivisch so auf einander bezogen werden, dass drei Ele- 
menten a, hy c des einen der Reihe nach drei Elemente a, V, c 
des andern entsprechen. 

Beweis. Im andern Falle würden zwei projectivische Ge- 
bilde entstehen, welche drei Elemente a', h\ c entsprechend ge- 
mein haben, ohne dass jedes Element mit seinem entsprechenden 
zusammenf^lt, was nach b) unmöglich ist. 

Anmerkung. Die Art, in welcher diese einzig mögliche 
Beziehung bewerkstelligt wird, ist in § 17, a, b, und ß aus- 
einandergesetzt. 

Bedingungen für die perspectivische Lage der Grund- § 19. 
gebllde. 

a) Eine Punktreihe und ein mit ihr projeetivischer 
Strahlenbüschel liegen perspectivisch, wenn drei Punkte der 
ersteren auf den entsprechenden Strahlen des letzteren liegen. 



b) Zwei projectivische 
Strahlenbüschel liegen per- 
spectivisch, wenn drei Schnitt- 
punkte entsprechenderstrahlen 
auf einer Geraden liegen. 

Die Beweise von a), b), ß) folgen unmittelbar aus § 17. mit 
Anwendung von § 18 c. 



/?) Zweiprojectivische Punkt- 
reihen liegen perspectivisch, 
wenn drei Projectionsstrahlen 
durch einen Punkt gehen. 



Von dem Sinne der Grundgebilde. § 20. 



a) Wenn zweibewegte Pimkte 
gleichzeitig die Orte ent- 
sprechender Punkte in zwei 
projectivischen Punktreihen 
durchlaufen, so behält der eine 

Mflller, Geometrie. II. 



cc) Wenn zwei bewegte 
Strahlen gleichzeitig die Lagen 
entsprechender Strahlen in 
zwei projectivischen Strahlen- 
büscheln durchlaufen, so behält 
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dieser Punkte die eingeschla- 
gene Bewegungsriehtung bei, 
so lange dies der andere thut. 

Man beweist diese Behauptung, 
indem man die beiden Beihen 
in perspectivische Lage bringt 
und beachtet, dass die bewegten 
Strahlen jederzeit die Durch- 
schnittspunkte beider Träger mit 
einem um das Projectionscentrum 
sich drehenden Strahle sind. Die 
beiden Punkte können also ihre 
Bewegungsrichtung nur gleich- 
zeitig ändern, wenn der sich 
drehende Strahl den Sinn seiner 
Drehung wechselt. 

b) Wenn zwei bewegte Punkte 
in projectivischen Punktreihen 
auf zusammenfallenden oder 
parallelen Trägern gleichzeitig 
die Orte entsprechender Punkte 
durchlaufen, so sind die Rich- 
tungen, nach welchen sich die 
beiden Punkte bewegen, ent- 
weder jederzeit übereinstim- 
mend oder jederzeit entgegen- 
gesetzt (a). Im ersten Falle 
heissen die Punktreihen gleich- 
laufend, im zweiten ungleich- 
laufend. 



der eine Strahl den Sinn seiner 
Drehung bei, so lange dies 
der andere thut. 

Man beweist diese Behauptung, 
indem man die beiden Büschel 
in perspectivische Lage bringt 
und beachtet, dass die bewegten 
Strahlen jederzeit die Projections- 
strahlen eines auf dem perspec- 
tivischen Durchschnitt sich be- 
wegenden Punktes sind. Die 
beiden Strahlen können also nur 
gleichzeitig den Sinn ihrer Dreh- 
ung ändern, wenn der sich be- 
wegende Pimkt seine Bewegungs- 
richtung ändert. 

/?) Wenn zwei bewegte 
Strahlen in projectivischen 
Strahlenbüscheln gleichzeitig 
dieOrte entsprechender Strahlen 
durchlaufen, so sind die Dreh- 
ungsrichtungen, nach welchen 
sich die beiden Strahlen be- 
wegen, entweder jederzeit über- 
einstimmend oder jederzeit 
entgegengesetzt (a). Im ersten 
Falle heissen die Strahlen- 
büschel gleichlaufend, im zwei- 
ten Falle ungleichlaufend. 



§ 21. Der Kreis und die projectivisclien Grundgebilde. 



cc) Die Tangenten eines 
Kreises schneidenzwei beliebige 
derselben in zwei projectivi- 
schen Punktreihen. 



a) Die Punkte eines Kreises 
werden aus zwei beliebigen 
unter ihnen durch zwei con- 
gruente und gleichlaufende 
Strahlenbüschel projicirt. 

Beweis, d) Wenn Ä und C zwei beliebige Punkte des Kreises 
sind, so sind die Winkel ÄsC und As'C als Peripheriewinkel 
über demselben Bogen entweder gleich (wie in der Figur) oder 
der eine ist dem Nebenwinkel des andern gleich (wenn die Punkte 
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A und C durch die Punkte s und / getrennt sind). In jedem 
Falle bilden die Strahlen sa und sc des Büschels s einerseits 
und die Strahlen s'a und s'c des Büschels s' andererseits gleiche 
Winkel von gleichem Sinne, worin der Beweis gelegen ist. 

Fig. 27. Fig. «8. 





a) Wenn die Tangenten ma und mb slh die Punkte a und 
h des Kreises C von einer dritten Tangente an den Punkt c in o und 
p geschnitten werden, so ist leicht zu zeigen, dass der Winkel 
pfo entweder gleich der Hälfte des concaven Winkels aß (wie 

/»TL 

in der Figur) oder gleich 180® — ist (wenn die Punkte m 

und c auf verschiedenen Seiten der Sehne ab liegen). Wenn also 
c sich auf dem Kreise bewegt, so bleibt der von den Strahlen 
pf und fo eingeschlossene Winkel gleich, d. h. diese Strahlen 
beschreiben zwei congruente Strahlenbüschel und folglich (§ 16 a) 
die Punkte p und o projectivische Punktreihen. 

Anmerkung. Der Satz a) kann auch umgekehrt werden: 
Entsprechende Strahlen zweier congruenter und gleichlaufender 
Strahlenbüschel schneiden sich auf einem Kreise, welcher durch 
die Scheitel der Büschel geht. 



IIL Abschnitt. 

Frojeotivische Gnindgebilde. (Fortsetzung.) 

UnendliclL ferne Punkte. § 22. 

a) Parallele Geraden können als Linien angesehen werden, 
welche einen unendlich fernen Punkt mit einander gemein 
haben und umgekehrt. 

Eine Gerade hat nur einen einzigen unendlich fernen Punkt. 

3* 
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Beweis. Wenn man die eine von zwei convergenten Geraden 
festhält und die andere um einen ihrer Punkte m dreht, so tritt 
der Parallelismus ein, wenn der Schnittpunkt der Geraden nach 
der einen oder andern Seite in imendliche Ferne gerückt ist und 
die letztem beiden Lagen sind von der parallelen Lage unendlich 
wenig verschieden, womit der Sinn der ersten Behauptung in a) 
ausgesprochen ist. Die nach entgegengesetzten Eichtungen einer 
Geraden liegenden unendlich fernen Punkte werden nicht unter- 
schieden, weil sonst jede Parallele mit der gegebenen Geraden 
zwei Punkte gemein hätte ohne mit ihr zusammen zu fallen. 

b) Eine Schaar von unter sich parallelen Linien kann 
als ein Strahlenbüsehel angesehen werden, dessen Scheitel 
ein unendlich femer Punkt der Ebene ist. 

Beweis. Wenn man die Strahlen eines Strahlenbüschels 
um die Punkte einer Punktreihe drehbar denkt und der Scheitel 
des Büschels auf einem seiner Strahlen in unendliche Ferne rückt, 
so werden die Strahlen des Büschels sich der parallelen Lage 
unbegrenzt nähern. 

C) Wenn man in zwei Strahlenbüscheln, deren Scheitel 
nicht zusammenfallen, die parallelen Strahlen entsprechend 
setzt, so sind die Strahlenbüschel congruent und können als 
projectivische Strahlenbüschel in perspectivischer Lage be- 
trachtet werden, deren perspectivischer Durchschnitt eine un- 
endlich ferne Gerade ist. 

Beweis. Die Congruenz der Strahlenbüschel erweist sich 
durch die Gleichheit entsprechender Winkel. Was die zweite 
Behauptung betrifft, so denke man sich die Strahlen zweier per- 
spectivisch gelegener Strahlenbüschel um ihre Scheitel drehbar, 
während der perspectivische Durchschnitt sich parallel mit seiner 
ersten Lage entfernt. Wenn die Entfernung des perspectivischen 
Durchschnitts von den Scheiteln der Büschel bis ins unbegrenzte 
wächst, so gehen die entsprechenden Strahlen der Büschel in die 
parallele Lage über, worin der Beweis gelegen ist. 

d) Die unendlich fernen Punkte einer Ebene können als 
Punkte einer Geraden angesehen werden. 

Beweis. Da in den beiden congruenten Strahlenbüscheln, 
welche in c) besprochen sind, parallele Strahlen von allen 
möglichen Richtungen vorhanden sind, so enthält der perspectivische 
Durchschnitt derselben auch alle unendlich fernen Punkte der 
Ebene. 



Projectivische Grundgebilde. (Fortsetzung.) 
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Die Gegenpunkte projectivischer Pimktrellien. § 28. 

a) Aufgabe. Es seien zwei projectivische Punktreüien 
G und G' gegeben. Man soll in jeder Reihe denjenigen 
Punkt suchen, welcher dem unendlich fernen Punkt der 
andern Reihe entspricht. 

Auflösung.. Man bringe die 
Eeihen in perspectivische Lage 
(Fig. 29). Zwei durch das Pro- 
jectionscentrum zu den Trägem 

gezogene Parallelen bestimmen auf Jif^^ ^3«' — ^^ff^ 

diesen Trägern die gesuchten 
Punkte g und g' der Reihen. 

b) Erklärung. In jeder von zwei projectivischen Punkt- 
reihen heisst derjenige Punkt der Gegenpunkt der Reihe, 
welcher dem unendlich fernen Punkt der andern Reihe ent- 
spricht. 

Anmerkung. Wenn die unendlich fernen Punkte sich 
selbst entsprechen, so fallen diese Gegenpunkte mit den un- 
endlich fernen Punkten zusammen, von welchem Falle der 
folgende Paragraph handelt. 




Aehnliche Punktreihen. 

Erklärung. Zwei Punktreihen heissen ähnlich, wenn 
ihre Punkte sich paarweise so entsprechen, dass zwei Strecken 
der einen Reihe sich wie die entsprechenden Strecken der 
andern verhalten. 



24. 



cc) Projectivische Punkt- 
reihen, deren unendUch ferne 
Punkte sich entsprechen, sind 
ähnlich. 



a) Aehnliche Punktreihen 
sind, projectivisch. Die un- 
endlich fernen Punkte der 
Träger entsprechen sich in 
beiden Reihen. 

Beweis, a). Wenn man die Träger ähnlicher Punktreihen 
in parallele Lage bringt, so gehen die Projectionsstrahlen durch 
einen Punkt (Einleitung § 3/3), worin der Beweis gelegen ist 

(§ 15|S). 

a). Wenn man die Träger beider Punktreihen in parallele 
Lage bringt, so liegen die Punktreihen perspectivisch (§ 19jS), 
das heisst, die Projectionsstrahlen gehen durch einen Punkt, wo- 
raus die Behauptung folgt (Einleitung § 3 b). 
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Anmerkung. Da in tthnlichen Ponktreihen die unendlich 
fernen Punkte Bioh entsprechen, so sind diese Beihen dorch zwei 
weitere Paare entsprechender Punkte bestimiDt (§ 18 c). 



I S6. Aiifig:aben. 

a) Aufgäbe. Eine Gerade 
sei der Tri^er zweier projec- 
ÜTiecber PmiktreilieQ. Man 
soll diejenigen Fnnkte der Ge- 
raden finden, welche in beiden 
Pimktreihen sich selbst ent- 
sprechen. 



cc) Aufgabe. Ein Funkt 
sei der Scheitel zweier pro- 
jectiviBcher Strahlenbüschel. 
Kan soll diejenigen Strahlen 
des Punktes finden, welche in 
beiden Büscheln sich selbst 
entsprechen. 



Auflösung a.) Man projicire die eine Pnnktreihe a, b,c... 
aus einem beliebigen Paukte m durch einen StrahlenbtlBchel. 
Fig. 30. Einen andern Strablen- 

büBcbel, der mit diesem 
congruent und gleichlaufend 
ist, bringe man mit der an- 
dern Pnnktreihe a, h\ c . . 
in perspeotiviacbe Lage 
(siehe die Auflösung von 
§ 17 a). Die Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen die- 
ser Büschel liegen auf einem 
Kreise (§ 21 Anmerkung). 
Wenn dieser Kreis den Träger 
der Ponktreihen in zwei Punkten schneidet, so sind dieselben sich 
selbst entsprechende Punkte der beiden Reihen. 

Da die congruenten Strahlenbilschel der Constniction zufolge 
gleichlaufend sind, ao mOssen die Scheitel m und « der Büschel 
auf die gleiche Seite (Fig. 30) oder auf Torachiedene Seiten des 
Trägers fallen, je nachdem die beiden Punktreihen gleichlaufend 
oder ungleichlaufend sind. In dem zweiten Falle schneidet der 
Kreis die Gerade A nothwendig in zwei Punkten. In dem ersten 
Falle kann der Kreis die Gerade ebenfalls in zwei Punkten schneiden 
oder berühren oder gar nicht treffen, wie in der Fignr. 

a) Die gegebenen projectivischen StrahlenbüBchel projiciren 
sich auf einer Geraden, welche nicht durch ihren gemeinsamen 
Scheitel geht, als zwei projectiviBche Punktreihen. Diejenigen 
Punkte der Geraden, welche sich in beiden Reihen selbst ent- 
sprechen (a), werden aus dem gemeinsamen Scheitel der Stiahlen- 
büachel durch 4Je gesuchten Strahlen projicirt 
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b) Aufgabe. Es sind zwei projectivische Strahlenbüschel 
gegeben. Man soll zwei zu einander senkrechte Strahlen des 
einen Büschels finden, welchen wiederum zwei zu einander 
senkrechte Strahlen des andern entsprechen. 

Auflösung. Man bringe die beiden Büschel in perspec- 
tivische Lage. Wenn der perspectivische Durchschnitt auf der 
Verbindungslinie der beiden Scheitel senkrecht steht, so stellt die 
letztere Gerade einen gemeinsamen Schenkel der sich entsprechen- 
den rechten Winkel dar. Die beiden andern Schenkel laufen mit 
dem perspectivischen Durchschnitt parallel. In jedem andern 
Falle halbire man den Abstand der Scheitel durch eine Senkrechte. 
Dieselbe trifft den perspectivischen Durchschnitt in dem Mittel- 
punkte eines Kreises, welcher durch die beiden Scheitel geht und 
den pespectivischen Durchschnitt in zwei Punkten trifft. Diese 
Punkte werden aus jedem der Scheitel durch einen rechten Winkel 
projicirt und die Sthenkel des einen dieser Winkel entsprechen 
den Schenkeln des andern. • 

Es geht hieraus zugleich hervor, dass kein anderes Paar 
entsprechender rechter Winkel existirt, wenn die Strahlenbüschel 
nicht congruent sind. 

c) Aufgabe. Man soll einen Punkt finden, aus wel- 
chem zwei projectivische Punktreihen desselben Trägers durch 
congruente Strahlenbüschel projicirt werden. 

Auflösung. (Pig 31.) Der Punkt c in der ersten Reihe 
entspreche dem Punkte a der zweiten ; der Punkt a in der ersten 
Beihe entspreche dem p. ^^ 

Punkte h der zweiten und c a b d 

der Punkt 6 in der ersten ß » 

Beihe entspreche dem Punkte 

d der zweiten. Man suche zu c, a, h den vierten harmonischen 
Punkt a, welcher a zugeordnet ist und zu a, &, d den vierten 
harmonischen Punkt jJ, welcher h zugeordnet ist. Wenn die 
über den Strecken aa und hß als Durchmessern gezeichneten 
Kreise sich in zwei Punkten m und n schneiden, so hat jeder 
dieser Punkte die Eigenschaft, dass von ihm aus die Strecken 
ca^ ah, hd unter gleichen Winkeln gesehen werden (I, § 70b*). 
Jeder der Punkte 7n und n genügt nun der Aufgabe, denn 
die Figur der 3 Strahlen mc, ma^ mb des einen Büschels ist 
der Figur der entsprechenden Strahlen ma, mby md des andern 
Büschels congruent und durch diese 3 Paare entsprechender 



"*) Man kann dies auch leicht durch U, § 13, 7 beweisen. 
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Strahlen sind die beiden projeotivischen Strahlenbttschel als 
congruent bestimmt. Es ist wichtig zu bemerken, dass die 
Punkte m und n immer existiren,. wenn die gegebenen Funkt- 
reihen gleichlaufend sind und keine sich selbst entsprechen- 
den Punkte enthalten. Jn diesem Falle denke man sich a und b 
in Fig. 31 als diejenigen entsprechenden Punkte beider Beihen, 
welche einander am nächsten liegen. Die Strecken ao und hd 
müssen den gemachten Voraussetzungen zufolge entgegengesetzte 
Richtung haben und die Strecke a& an Grösse übertreffen. Man 
folgert alsdann nach § 12c, dass cc und ß auf verschiedenen 
Seiten der Strecke ab liegen und die beiden Kreise sich schneiden 
müssen. 

f 26. üebuBgen. 

1) Zwei projectivischo Punktreihen in perspectiviischer Lage werden 
aus einem Punkte m durch zwei projectivische Strahlenbüschel S und 

.S' projicirt. Man soll zwei sich selbst entsprechende Strahlen von S 
und S' angeben. 

Andeutung. Die Verbindungslinien von m mit dem Schnittpunkt 
der Träger und dem Projectionscentrum. 

2) Zwei projectivische Strahlenbüschel in perspectivischer Lage 
werden durch eine Gerade geschnitten. Man soll in den projeotivischen 
Pnnktreihen, welche auf dieser Geraden entstehen, zwei sich selbst ent- 
sprechende Punkte angeben. 

Andeutung. Die Schnittpunkte dieser Geraden mit dem perspec- 
tivischen Durchschnitt und der Verbindungslinie beider Scheitel. 

3) Eine Figur zu zeichnen, welche zwei Punktreihen darstellt, die 
nicht unter sich, aber mit derselben dritten Punktreihe perspectivisch 
liegen. Gibt es eine Gerade, welche die 3 Träger in entsprechenden 
Punkten schneidet? 

4) Eine Figm* zu zeichnen, welche zwei Strahlenbüschel darstellt, 
die nicht unter sich aber mit demselben dritten Strahlenbüschel per- 
spectivisch sind. Gibt es einen Punkt, in welchem sich 3 entsprechende 
Strahlen schneiden? 

5) Auf zwei convergenten Geraden seien zwei perspectivische Punkt- 
reihen durch zwei Projectionsstrahlen bestimmt. Man soll a) zu einem 
Punkte m der einen Eeihe den entsprechenden finden, §) diejenigen 
Punkte bestimmen, welche durch Drehung der Träger um ihren Schnitt- 
punkt zum Zusammenfallen gebracht werden können. (Bei ß) ist der 
Gebrauch des Zirkels erlaubt.) 

6) Zwei projectivische Punktreihen desselben Trägers sind durch 
einen sich selbst entsprechenden Punkt und zwei Paare a, a und 6, b' 
entsprechender Punkte beethnrnt. Man soll a) zu einem Punkte c der 
einen Reihe den entsprechenden finden, ß) den zweiten sich selbst ent- 
sprechenden Punkt bestimmen. 

Die Auflösung geschieht durch 2) oder 3) mit dem Lineale allein. 
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7) Die entsprechende Aufgabe för zwei coucentrische Strablen- 
bilschel zu stellen und durch 1) oder 4) zu lösen. 

8) Zwei prcgeotivische Punktreihen desselben Trägers sind durch 
die sich selbst entsprechenden Punkte vi und n und ein Paar a a ent- 
sprechender Punkte bestimmt. Man soll mit Hülfe von 2) oder 3) zu 
einem Punkte b der einen Reihe den entsprechenden finden. 

9) Die dualistisch entsprechende Aufgabe zu stellen und durch 1) 
oder 4) zu lösen. 

10) abc nnd ab'c seien zwei Dreiecke, deren Ecken und Seiten 
sich paarweise entsprechen. Man beweise die beiden Sätze: 

a) Wenn die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf einer Ge- 
raden liegen, so gehen die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
durch einen Punkt. 

ß) Wenn die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen 
Punkt gehen, so liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten auf 
einer Geraden. 

Anleitung zum Beweis von a). w, n, r seien die auf einer Geraden 
6r gelegenen Punkte, in welchen sich bezüglich die Seiten ab und ab\ b c 
und b'c\ ca und ea schneiden. Bezeichnet man die Schnittpunkte; 
der Geraden cc mit ab und a'b' bezüglich durch k und k'y so sind 
die Strahlenbüschel c (m, a, k, b) und c (m, a', k', b') projectivisch und 
in perspectivischer Lage (6r ist ihr perspectivischer Durchschnitt). Die 
Punktreihen m, a,k,b. . , und m, a , k', b' . , . sind daher auch projec- 
tivisch und überdies in perspectivischer Lage, woraus folgt, dass die 
Projectionsstrahlen aa\ bb' und cc (oder kk') durch einen Punkt gehen. 
Der Beweis von f) wird analog geführt. 

11) Wenn jede der geraden Linien Ä, B, G . . . ,M sich um einen 
festen Punkt so dreht, dass der Schnittpunkt von je zwei auf einander 
folgenden Geraden sich auf einer fest-en Geraden bewegt, (eine Punkt - 
reihe beschreibt) so beschreiben die erste und die letzte Gerade {A und 
M) projectivische Strahlenbüschel (§ 18 a). 

12) Wenn jeder der Punkte a,b, c, , ,m sich auf einer Geraden so 
bewegt, dass die Verbindungslinie von je zwei aufeinander folgenden 
Punkten sich um einen festen Punkt dreht (einen Strahlenbüschel be- 
schreibt), so beschreiben der erste und letzte Punkt (a und m) zwei 
projectivische Punktreihen. 

13) Wenn die Seiten Ä, B, C eines Dreiecks sich so bewegen, dass 
dieses Dreieck immer einem andern Dreieck ^ umbeschrieben ist und 
zugleich zwei seiner Ecken (AB) und (BC) sich auf Seiten eines 
weiteren Dreiecks /\' bewegen, so bestimmen die sich bewegenden 
Seiten A und C auf der dritten Seite von ^' zwei projectivische Punkt- 
reihen. 

14) Zwei Dreiecke abc und ab'c sind gegeben. Man soll ein 
drittes Dreieck finden, welches dem ersten umbeschrieben und dem 
zweiten einbeschrieben ist (Aufgabe 13). 

15) Zwei projectivische Punktreihen sind gegeben. Man soll die- 
jenigen Projectionsstrahlen finden, welche durch einen gegebenen Punkt 
m gehen (§ 25 a). 
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16) Die dualistiBcli entsprechende Aufgabe zu stellen und zu lösen 
(§ 26 a). 

17) Wenn man durch den Scheitel zweier concentrischer Strahlen- 
büschel S, S' einen Kreis zieht, und die entsprechenden Strahlen den- 
selben in den Funktepaaren ttjü; b,h' ; c,c ; d,d! , . . treffen, so schneiden 
sich ah und ah', ac und a c , ad und a' d . . . auf einer Geraden G. 

Andeutung. Die Strahlenböschel a' {a, h, c, d , .,) und a {a , h' , c\ 
d! . , .) sind projectivisch, weil jeder derselben mit einem der Strahlen- 
büschel S und S* projectivisch ist. Ausserdem liegen diese beiden 
Büschel perspectivisch. 

18) Zwei concentrische Strahlenbüschel seien durch drei Paare 
entsprechender Strahlen bestimmt. Durch Anwendung von 17) soU man 

a) zu einem beliebigen Strahle des einen Büschels den entsprechenden 
finden , 

|3) die beiden Strahlen bestimmen, welche sich selbst entsprechen. 

Andeutung zu ß). Die Gerade G (17) schneidet den Kreis in zwei 
Funkten, welche auf den gesuchten Strahlen liegen. 

19) Zwei ähnliche Funktreihen desselben Trägers sind durch zwei 
Faare entsprechender Punkte bestimmt. Man soll den sich selbst ent- 
sprechenden Funkt des Trägers suchen. 

Die Auflösung geschieht nach 6) und § 24, Anmerkung. Der Träger 
der zu Hülfe genommenen Funktreihe (Aufgabe 3) muss mit dem ge- 
gebenen parallel sein. 

20) Wenn zwei projectivische Punktreihen auf demselben Träger 
liegen, so befinden sich diejenigen Funkte, in welchen entsprechende 
Funkte beider Reihen zusammenfallen, innerhalb oder ausserhalb der 
von den Gegenpunkten begrenzten Strecke, je nachdem die beiden 
Funktreihen gleichlaufend oder ungleichlaufend sind. 

Andeutung. Ein Gegenpunkt theilt den Träger in zwei Aeste. 
Entsprechende Funkte liegen auf Aesten gleicher oder entgegengesetzter 
Richtung, je nachdem die Reihen gleichlaufend oder ungleichlaufend sind. 

21) Wenn sich zwei projectivische Reihen auf demselben Träger 
befinden, so liegen diejenigen Punkte m und n, in welchen entsprechende 
Funkte sich decken, symmetrisch zu den Gegenpunkten. 

Andeutung. Man drehe die eine Funktreihe um den Punkt m und 
ziehe das Parallelogramm in Betracht, welches durch m, die beiden 
Gegenpunkte und den Frojectionsmittelpunkt gebildet ist (§ 23 a). Die 
beiden anfänglich in n vereinigten Funkte bilden nun mit m ein gleich- 
schenkliges Dreieck, dessen Grundlinie durch den Frojectionsmittelpunkt 
geht. 

22) In zwei projectivlschen Reihen ist das Froduct der Abstände je 
zweier entsprechender Funkte von den Gegenpunkten der Reihen constant 

Andeutung. Man denke sich die Reihen in perspectivische Lage 
gebracht: Jenes Froduct ist alsdann dem Froducte der Seiten des in 
der Andeutung zu 21) erwähnten Farallelogrammes, wie sich aus der 
Aehnlichkeit zweier Dreiecke zeigen lässt. 
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IV. Abschnitt. 

InvolutorlBohe Gebilde. 
Involutoriflche Pnnktreihen und StraUenbüschel. 



§27, 



a) Erklärung. Wenn tn 
ein Punkt einer Geraden und 
k eine positive oder negative 
Grosse ist^ so existiren auf 
dieser Geraden unendlich viele 
Paare von Punkten c, d, welche 
der Gleichung (mc). (md) =h 
genügen. Die Gesammtheit 
dieser Punktepaare wird eine 
involutorische Punktreihe ge- 
nannt. Je zwei Punkte c, d 
heissen zugeordnete, m ist der 
Mittelpunkt und h die Potenz 
der involutorischen Reihe. 



oc) Erklärung. Unter ei- 
nem involutorischen Strahlen- 
büschel versteht man die Ge- 
sammtheit aller Strahlenpaare, 
durch welche die Punktepaare 
einer involutorischen Punkt- 
reihe aus einem Punkte pro- 
jicirt werden, welcher nicht 
auf dem^ Träger der Reihe 
liegt. Zwei Strahlen, welche 
zugeordnete Punkte der invo- 
lutorischen Reihe enthalten, 
heissen ebenfalls zugeordnet. 



Fig. 32 a. 



a 



m 



A 



Fig. 32 b. 



a 



fit 



b) Eine involutorische Punkt- 
reihe enthält zwei sich selbst 
zugeordnete Punkte (Doppel- 
punkte) oder keine solche, je 
nachdem Tc positiv oder nega- 
tiv ist. Im ersten Falle theilen 
je zwei zugeordnete Punkte 
den Abstand der Doppelpunkte 
a und 6 (Fig. 32 a) harmonisch. 



/?) Ein involutorischer Strah- 
lenbüschel enthält zwei sich 
selbst zugeordnete Strahlen 
(Doppelstrahlen) oder keine 
solche, je nachdem er aus einer 
involutorischen Punktreihe init 
oder ohne Doppelpimkte ent- 
standen ist. Im ersten Falle 
theilen je zwei zugeordnete 
Strahlen die Winkel der Dop- 
pelstrahlen harmonisch. 
Beweis b). Wemi die zugeordneten Punkte d und c in einen 
einzigen Punkt x fallen sollen, so muss (mxY = Ä sein. Man 
erhält also zwei sich selbst zugeordnete Punkte a und &, wenn 

man die Länge ^h auf beiden leiten von m abträgt. Die Gleichung 
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der involutorischen Reihe heisst dann (maY = (mhy = mc • 
(ind), woraas nach § 11, Anmerk. zu Beispiel 2), unmittelbar 
die 2. Behauptung folgt. 

ß) Die Behauptungen folgen auB b), a) und § 12a. 

28. Der Büschel von Kreisen, welche durch zwei feste Punkte 
gehen. 

a) Diejenigen Kreise, welche durch zwei feste Punkte 
quudpgeheiij schneiden eine beliebige Gerade in den Punkto- 
paaren einer involutorischen Reihe. 

Beweis. Nach § 4. der Einleitung gilt für die Punktepaare 
aa\ hb\ cc • • in Fig. 33 die Gleichung (mq) (tnp) = (md) 
• (nia) = (mh) • (w&') = (wc) • {mc\ woraus sich nach § 27a 
die Behauptung ergiebt. m ist der Mittelpunkt und {fnq) • (wi^)) 
die Potenz der involutorischen Reihe. 

Fig. 33. 




Anmerkung. Wenn man in dem Mittelpunkte (Fig. 33) 

einer involutorischen Reihe aa\ ßß\ yy ohne Doppelpunkte 

eine Senkrechte errichtet und auf derselben nach beiden Seiten 
die mittlere Proportionale zwischen ou und oa (oder zwischen 
oß und oßl) nach oq oder op aufträgt, so ist jedes der Dreiecke 
«g«', ßq^ ^ yqy • • • oder apa', /5j>j5', ygy rechtwinklig. Man 
zeigt dies leicht, indem man z. B. die Aehnlichkeit der recht- 
winkligen Dreiecke aoq und a oq beweist und die daraus fol- 
genden Beziehungen der Winkel beider Dreiecke benützt. 

Hieraus folgt aber der Satz: 

Es gibt inuner zwei Punkte, von welchen aus die Punkte- 
paare einer involutorischen Reihe ohne Doppelpunkte unte^ rechten 
Winkeln gesehen werden. Jeder durch q und 2> gezogene Kreis 
hat den Abstand zweier zugeordneter Punkte zum Durchmesser. 



Inyolatorische Gebilde. 
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b) Aufgabe. Beliebig viele 
Punktepaare einer involutori- 
schen Reihe zu construiren^ in 
welcher die Punkte ad , hV, 
(Fig. 33) zugeordnet sind. 



/?) Aufgabe. Beliebig viele 
Strahlenpaare eines involuto- 
rischen Büschels zu construiren, 
in welchem die Strahlen AA\ 
BB' zugeordnet sind. 



Auflösungen, b) Man nehme einen beliebigen Punkt g ausser- 
halb des Trägers au und ziehe durch adq und hh'q zwei Kreise. 
Dieselben schneiden sich noch in einem weitem Punkte p und 
alle Kreise, welche durch p und q gehen, treffen die Gerade 
in Punktepaaren der involutorischen Reihe. 

ß) Man schneide die 4 Strahlen durch eine Gerade in den 
Punkten aa\ hlf und projicire nach Anwendung von &) die er- 
haltenen Punktepaare aus dem Scheitel des Büschels (§ 2 7 er). 

Vorbereitende Sätze. 

a) Je zwei Strahlen eines Punktes, welche auf einander 
senkrecht stehen, entsprechen sich auf doppelte Weise in 
zwei congruenten Strahlenbüscheln. 

Beweis. Man denke sich die Figur zweier 
auf einander senkrecht stehender Geraden M und 
N^ welche Anfangs bezüglich mit ah imd cd (Fig. 34) 
zusanunenfallen, um den Punkt m links herum 
gedreht. Dann beschreiben die Strahlen M und 
N zwei congruente und gleichlaufende Strahlen- 
büschel, von welchen der eine dem andern um 
eine Viertelsdrehung voraus ist. Wenn M in der 
Lage ah ist, so befindet sich ^ in cdf. Wenn aber M in der 
Lage cd angekommen ist, so befindet sich N mah. Die Strahlen 
cd und ah entsprechen sich also in diesen Strahlenbüscheln doppelt, 
d. h. dem Strahl cd^ mag er als Strahl des einen oder des andern 
Büschels betrachtet werden, entspricht immer der Strahl ah. 

b) Je zwei durch einen Punkt m (Fig. 35) 
gehende Strahlen hg und ih, deren Winkel 
von den senkrechten Strahlen ah und cd 
halbirt werden, entsprechen sich auf doppelte 
Weise in zwei congruenten Strahlenbüscheln. 

Beweis. Man denke sich zwei Strahlen 
M und N, welche Anfangs mit der Geraden 
Cd zusammenfallen, bezüglich in rechts und 
links herumgehender Drehung so um m be- 
wegt, dass beide Strahlen jederzeit mit cd Winkel von gleicher 
Grösse aber von entgegengesetztem Sinne bilden. Die beiden 





Fig. 
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Strahlen werden dann congruente Strahlenbüschel von entgegen- 
gesetztem Sinne beschreiben. Wenn M den Winkel dmk be- 
schrieben hat und in die Lage von ik gekommen ist, so ist 
N durch eine entgegengesetzte Drehung in die Lage gh ge- 
kommen. Ist jedoch M bis nach hg gelangt, so ist JV bei ik 
angekommen, ik und hg entsprechen sich also in beiden 
Büscheln doppelt, d. h. dem Strahl ik^ mag er als Strahl 
des einen oder des andern Büschels betrachtet werden, ent- 
spricht immer der Strahl gh. Es ist noch zu bemerken, dass 
in den Schenkeln des rechten Winkels entsprechende Strahlen 
beider Büschel zusammenfallen. 



§ 80. Identität involntorischer Gebilde mit projeotivisclien Ge- 
bilden, deren Elemente sich doppelt entsprechen. 

a) Eine inYolutorische Punkt- oC) Ein involutoriseher Strah- 
reihe ist die Vereinigung zweier 
projectivischer Punktreihen, 
deren Punkte sich paarweise 
doppelt entsprechen. 

Beweis a. l) Wenn die involutorische Beihe zwei Doppel- 
punkte j? und q (Fig. 36) hat, so zeichne man überp^ als Durch- 
messer einen Kreis und projicire aus einem beliebigen Punkte m die 
auf p5 befindliche involutorische Beihe. Wenn aa ein Punktepaar 



lenbüschel ist die Vereinigung 
zweier projectivischer Strahlen- 
büschel, deren Strahlen sich 
paarweise doppelt entsprechen. 



Fig. 36. Fig. 37. 




o-fTätm. 



der Letztern ist, so sind a, a\ p, q vier harmonische Punkte (§ 27 b) 
und die Winkel der Strahlen ma und wa' werden durch die 
Schenkel mq und mp des rechten Winkels pmq halbirt (An- 
merkung zu § 12 y). Die zugeordneten Strahlen ma und ma\ mh 
und mlf . , . bilden also zwei projectivische Strahlenbüschel, in 
welchen sie sich auf doppelte Weise entsprechen (§ 29 b). 
Daraus folgt aber nach §. 18 a, dass die zugeordneten Punkte a 
und a\ h und 1) , , . zwei projectivische Punktreihen bilden, in 
welchen sie sich ebenfalls auf doppelte Weise entsprechen. 

2) Wenn die involutorische Beihe keine Doppelpunkte hat, 
so gibt es zwei Punkte, aus welchen ihre Punktepaare tty a\ 
fe,' t; . . . (Fig. 37) unter rechten Winkeln gesehen werden (An- 
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merknng zu § 28). Nach § 29 a werden die Punktepaare der 
involutorischen Eeihe aus einem dieser Punkte m durch Strahlen- 
paare fwa, wa'; w6, ml/ projicirt, deren Strahlen sich in 

zwei projectivischenStrahlenbüscheln auf doppelte Weise entsprechen. 
Hieraus folgt wie unter 1) die Eichtigkeit der Behauptung nach 
§ 18 a. 

ci) Der gegebene involntorische Strahlenbüschel muss durch 
Projeetion einer involutorischen Punktreihe aus einem Punkte m 
anstanden sein. Die zugeordneten Punkte a und a\ h und 6' . . . 
Dieser Punktreihe bilden zwei projectivische Punktreihen, in wel- 
chen sie sich auf doppelte Weise entsprechen. Die zugeordneten 
Strahlen ma und ma\ mh und mh\ , , müssen also nach § 18 a 
zwei projectivische Strahlenbüschel bilden, in welchen sie sich 
ebenfalls auf doppelte Weise entsprechen. 



b) Wenn in zwei projecti- 
vischen Punktreihen desselben 
Trägers zwei Punkte sich dop- 
pelt entsprechen, so ist das- 
selbe bei allen andern Pimkte- 
paaren der Fall und dieselben 
bilden eine involutorische 
Pnnktreihe. 



/?) Wenn in zwei projecti- 
vischen Strahlenbüscheln des- 
selben Scheitels zwei Strahlen 
sich doppelt entsprechen, so 
ist dasselbe bei allen andern 
Strahlenpaaren der Fall und 
dieselben bilden einen involu- 
torischen Strahlenbüschel. 



Beweis b) Wenn die Punkte a und a sich in zwei pro- 
jectivischen Punktreihen doppelt entsprechen und 6, b' ein anderes 
Paar entsprechender Punkte ist, so entsprechen den Punkten a, 
a , h der ersten Punktreihe die Punkte a\ a, b' der zweiten. Man 
kann aber auch eine involutorische Punktreihe construiren, in welcher 
a, a und 6, b' zwei Paare entsprechender Punkte sind (§. 28 b) 
und diese stellt die Vereinigung zweier projectivischer Punktreihen 
dar, in welchen den Punkten a, a', b der einen Reihe ebenfalls 
die Punkte a\ a, b' der andern entsprechen (§ 30 a). Die Punkte- 
paare dieser involutorischen Punktreihe müssen also mit den 
Paaren entsprechender Punkte in den gegebenen Reihen zusammen- 
fallen (§ 18 b). 

ß) Die beiden Strahlenbüschel projiciren sich auf eine Gerade, 
welche nicht durch ihren gemeinschaftlichen Scheitel geht, als 
zwei projectivische Punktreihen, in welchen sich diejenigen Punkte 
doppelt entsprechen, welche die Projectionspunkte der beiden sich 
doppelt entsprechenden Strahlen sind. In diesen beiden Punkt- 
reihen entsprechen sich also nach b) je zwei Punkte doppelt und 
sie bilden eine involutorische Reihe. Die Behauptung folgt dem- 
nach aus § 27 ec. 
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§ 81. Folgerungen. 

Dass eine involutorische Punktreihe aus jedem Punkte^ 
der nicht auf ihrem Träger gelegen ist, durch einen involu- 
torischen Strahlenbüschel projicirt wird, folgt schon aus der 
Definition § 21 cc. Dagegen kann der umgekehrte Satz erst 
an dieser Stelle bewiesen werden. 

a) Ein involutorischer Strahlenbüschel wird durch jede 
Gerade, welche nicht durch den Scheitel geht, in einer invo- 
lutcu-ischen Punktreihe geschnitten. 

Beweis. Der involutorische Strahlenbüschel stellt die Ver- 
einigung zweier projectiyischer Strahlenbüschel dar, deren Strahlen 
sich doppelt entsprechen. Dieselben projiciren sich auf die ge- 
nannte Gerade als zwei projectivische Punktreihen, deren Punkte 
sich ebenfalls doppelt entsprechen (§ 18 a). Die Behauptung 
folgt also aus § 30b. 

b) Zwei Paare a, a und b, V zugeordneter Elemente be- 
stimmen ein einziges involutorisches Gebilde. 

Beweis. Zu einem beliebigen Elemente m des einen Ge- 
bildes kann nur ein einziges Element m des andern zugeordnet 
sein, denn m und m müssen entsprechende Elemente zweier pro- 
jectivischer Gebilde sein, deren projectivische Beziehung durch 
drei Paare a, a'; a\ a; 6, &' vollständig bestimmt ist. 

Anmerkung. Wenn m der Mittelpunkt und h die Potenz 
einer involutorischen Beihe sind, so befinden sich die Doppelpunkte 
in der Entfernung "j/^ zu beiden Seiten von m. Je nachdem 

Ä positiv oder negativ ist, wird y^ reell und imaginär sein imd 
man spricht, zumal in der analytischen Geometrie von reellen oder 
imaginären Doppelpimkten der involutorischen Eeihe. Aus ähn- 
lichen Gründen schreibt man einem involutorischen Strahlenbüschel 
reelle oder unaginäre Doppelstrahlen zu. Bei Annahme dieser 
Begriffe kaim man alsdann sagen: Ein involutorisches Grundge- 
büde ist dmxh seine reellen oder imaginären Doppelelemente be- 
stimmt. Bei Anwendung dieser Ausdrucksweise in den zu späteren 
Paragraphen gehörigen Uebungen denken wir jedoch die imaginären 
Doppelelemente immer durch zwei Paare zugeordneter Elemente 
bestimmt. 

§ 82. Aufgaben. 

a) Aufgabe. In einem involutorischen Strahlenbüschel 
zwei zugeordnete Strahlen aufzusuchen, welche einen rechten 
Winkel mit einander bilden. 
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Auflösung. Wenn der involutorische Strahlenbtischel zwei 
Doppelstrahlen hat, so schliessen die Halbirungslinien der von 
diesen Strahlen gebildeten Winkel einen rechten Winkel ein. Wenn 
der involutorische Strahlenbüschel keine Doppelstrahlen hat, so 
sclineide man denselben durch eine Gerade G in einer involuto- 
rischen Punktreihe und suche die beiden Punkte m und n auf, 
von welchen aus die Punktepaare dieser Eeihe unter rechten 
Winkeln gesehen werden (Anmerkung zu § 28). Ein Kreis, 
welcher durch m, n und den Scheitel des gegebenen Büschels 
gelegt wird, trifft die Gerade G in zwei Punkten, welche auf den 
gesuchten Strahlen liegen. 

Anmerkung. Wenn zwei Strahlenpaare e^stiren, welche 
der Bedingung der Aufgabe genügen, so stehen je zwei zugeordnete 
Strahlen des involutorischen Büschels auf einander senkrecht, wie 
aus § 29a folgt 



b) Aufgabe. Zwei pro- 
jectivische Punktreihen so zu 
legen, dass sie eine involuto- 
rische Punktreihe bilden. 



/?). Aufgabe. Zwei pro- 
jectivische Strahlenbüschel so 
zu legen^ dass sie einen invo- 
lutorischen Strahlenbüschel 
bilden. 

Auflösung b). Wenn zwei projectivische Punktreihen in 
dieselbe Gerade so gelegt werden, dass die Gegenpunkte beider 
Beihen in denselben Punkt p der Geraden fallen, so bilden die 
Punktreihen nach § 30 b eine involutorische Pimktreihe, weil 
der Punkt p und der unendlich ferne Punkt der Geraden sich 
in beiden Punktreihen auf doppelte Art entsprechen. Wenn um- 
gekehrt zwei projectivische Punktreihen involutorisch liegen, so 
muss der unendlich ferne Punkt des Trägers, als Punkt einer jeden 
der beiden Beihen betrachtet, dem gleichen Punkt p des Trägers 
in der andern Beihe entsprechen. 

ß) Weim man zwei projectivische Strahlenbüschel so legt, 
dass die sich entsprechenden rechten Winkel sich decken (§ 25 b), 
so bilden die Strahlenbüschel nach 28j3 einen involutorischen 
Strahlenbüschel, weil die Schenkel des rechten Winkels sich in 
beiden Büscheln doppelt entsprechen. 

Anmerkung. Wenn zwei projectivische Gebilde so liegen, 
dass sie ein einziges involutorisches Gebilde darstellen, so hat das 
letztere Doppelelemente oder nicht, je nachdem die beiden pro- 
jectivischen Gebilde ungleichlaufend oder gleichlaufend sind, wie 
man für die Punktreihen aus der Gleichung der involutorischen 
Beihe in § 27 a und hierauf für Strahlenbüschel durch Anwendung 
von § 27a erkennen kann. 

Müller, Geometrie. II. 4 
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§ 83. üebimgen. 

1) Wenn a, b, c, d vier Punkte einer Geraden sind, so ist die Punkt- 
gmppe (a, h, c, d) jeder Pnnktgmppe, wie (h, a, d, c), projectivisch, 
welche ans der ersten dadurch entsteht, dass man die 4 Punkte will- 
kürlich in zwei Paare theilt und die Punkte jedes Paares unter einander 
yertauscht. 

Andeutung. Die Punktepaare a, b und c, d bestimmen eine inyo- 
lutorische Reihe, woraus unmittelbar folgt, dass die Gruppeü (a, b, c, d) 
und (b, a, d, c) projectivisch sind. 

2) Man soll den dualistisch zugeordneten Satz aussprechen und 
beweisen. 

3) Die 3 Paare von Gegenseiten eines vollständigen Vierecks schneiden 
jede Gerade G in drei Punktepaaren a und a, b und b', c und c einer 
involutorischen Reihe. 

Andeutung. Auf der durch a gehenden Seite des voUstöndigen 
Vierecks liegen noch drei Punkte, nämlich ein Nebeneck imd zwei 
Ecken des Vierecks. Projicirt man diese 4 Punkte nach einander aus 
jedem der noch übrigen Ecken des vollständigen Vierecks auf die Ge- 
rade Gf so erkennt man (§ 18a), dass die Punktgruppen ab'ac und 
ac ab projectivisch sind. Da aber auch nach 1) die Gruppe ac ab mit 
a'bac projectivisch ist, so folgt hieraus (§ 18a) die Projectivität von 
ab' a c und a'bac\ woraus nach § 30b die Behauptung folgt. 

4) Man beachte in 3) den besondem Fall, wo G durch ein oder 
zwef Nebenecken geht (§ 13 c, § 12 a). 

5) Die 3 Paare von Gegenseiten eines vollständigen Vierecks sind 
mit drei Paaren zugeordneter Strahlen eines involutorischen Strahlen- 
büschels paraUeL 

Andeutung. Benütze die Aufgabe 4) und die unendlich ferne Ge- 
rade (§ 22 d) als diejenige, welche die Seiten des Vierecks schneidet. 
Wende auch § 22 a an^ 

6) Die drei Paare von Gegenecken eines vollständigen Vierseits 
werden aus jedem weiteren Punkte durch drei Strahlenpaare 
eines involutorischen Strahlenbüschels projicirt (Beweis analog dem- 
jenigen von 3). 

7) Man beachte den Fall, wo dieser Punkt auf einer Diagonale 
gelegen ist, oder in den Schnittpunkt zweier Diagonalen fällt (§ 13 y 
§ 12 a). 

8) Wenn man einen Punkt m mit jedem Eck eines Dreiecks ver- 
bindet und jedesmal durch m eine Parallele mit der diesem Eck gegen- 
überliegenden Seite zieht, so erhält man 3 StraMenpaare eines invo- 
lutorischen Büschels (eine Involution von Strahlen). 

Andeutung. Die Seiten des Dreiecks und die unendlich ferne Ge- 
rade bestimmen ein vollständiges Vierseit. Man wende Aufgabe 6) an. 

9) In einer involutorischen Punktreihe, welche durch zwei Punkte- 
paare a und a, b und b' bestinunt ist, soll man zu jedem fünften Punkte c 
den zugehörigen c mit Hülfe des Lineals allein finden (§ 33, 3). 

Andeutung. Nach 3). Man kann drei Geraden, welche durch a, a', b 
beliebig gezogen smd, als Seiten des vollständigen Vierecks annehmen. 
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10) In einem involutorischen Strahlenbüschel, welches durch zwei 
Strahlenpaare A und Ä\ B und B' bestimmt ist, soll man zu jedem 
fünften Strahle C den zugehörigen (f mit Hülfe des Lineals allein 
finden (Au%abe 6). 

11) Eine inyolutorische Punktreihe sei bestimmt 

a) durch ihre beiden Doppelpunkte; man soll zu jedem Punkte 
den zugeordneten finden (§ tSd); 

. P) durch einen Doppelpunkt und ein Paar entsprechender Punkte ; 
man soll den zweiten Doppelpunkt finden (§ 13 d). 

12) Die dualistisch zugeordneten Aufgaben zu stellen und zu lösen 
(§ 13 d). 

13) Eine inyolutorische Punktreihe sei durch zwei Paare zugeord- 
neter Punkte bestimmt. Man suche 

a) den Mittelpunkt der Beihe, 
P) die etwa vorhandenen Doppelpunkte. 
Andeutung, cc) wird nach 9) gelöst, da dem Mittelpunkte der 
Reihe der unendlich ferne Punkt zugeordnet ist (der Gebrauch des 
Zirkels ist zum Ziehen einer Parallelen gestattet) ; nachdem der Mittel- 
punkt gefunden ist, wird ß) durch Aufsuchen einer mittleren Propor- 
tionalen gelöst. 

14) Wie kann man die Aufgabe 12 auch durch § 28 a und I, 
§ 84a*) lösen? 

15) Das zwei gegebenen involutorischen Keihen gemeinschaffcliche 
Paar zugeordneter Punkte zu bestimmen. 

Andeutung. Durch Anwendung von § 28b und I, § 33d**). 

16) Die Aufgabe 15) zu lösen, wenn beide involutorische Beiben 
durch ihre Doppelpunkte bestimmt sind (Aufgabe 13 ß.) 

17) Es sind zwei Paare von Punkten a und a, b und b' gegeben. 
Man soll zwei Punkte suchen, welche mit jedem der beiden Paare vier 
harmonische Punkte bilden (Aufgabe 16). 



V. Abschnitt. 

Fol und Polare in Bezug auf den Kreis. 

Pol und Polare. § 84. 



a) Wenn man einen belie- 
bigen Punkt p (Fig. 38) mit 
dem Mittelpunkte eines Kreises 
verbindet und auf dem so be- 
stimmten Durchmesser denje- 



cc) Wenn man aus dem 
Mittelpunkte eines Kreises auf 
eine beUebige Gerade P(Fig. 38) 
eine Senkrechte fällt und auf 
dem so bestimmtenDurchmesser 



*) Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch zwei gegebene Punkte 
geht und eine gegebene Gerade berührt. 

**) Einen Kreis zu zeichnen, der durch drei gegebene Punkte geht. 

4* 
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nigen Punkt m sucht, welcher 
mit p zusammen den Durch- 
messer harmonisch theilt, so 
heisst die in m errichtete Senk- 
rechte P die Polare Ton p. 

Aus a) folgt, dass zugleich 
p der Pol von P ist. 

b) Die Polare eines ausser- 
halb des Kreises gelegenen 
Punktes ist durch seine Be- 
rühmngssehne dargestellt. 

Die Polare eines Kreispunk- 
tes fällt mit seiner Tangente 
zusammen. 

Die Polare eines innerhalb 
des Kreises gelegenen Punktes 
trifft den Kreis nicht. 



denjenigen Punkt jj sucht, wel- 
cher mit dem Fusspunkte m 
den Durchmesser harmonisch 
theilt, so heisst 2? der Pol von P. 

Aus a) folgt', dass zugleich 
P die Polare von p ist. 

/?) Der Pol einer Sehne ist 
der Schnittpunkt ihrer Endes- 
tangenten. 

Der Pol einer Tangente fallt 
mit ihrem Berührungspunkte 
zusammen. 

Der Pol einer Geraden, wel- 
che den Kreis nicht trifft, ist 
innerhalb des Kreises gelegen. 



Beweis b). Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus a) 
und dem zweiten Beispiel in § 11. Wenn zweitens p auf dem 
Kreise liegt, so fällt m mit p zusammen und die Polare steht 
im Endpunkte senkrecht auf dem Radius, das heisst, sie ist die 
Tangente des Kreises im Punkte p. Wenn endlich p innerhalb 
des Kreises liegt, so fällt der 4te harmonische Punkt des Durch- 
messers und dadurch auch die in ihm errichtete Senkrechte, die 
Polare, ausserhalb des Kreises. Die Sätze unter ß) sind die üm- 
kehrungen der Sätze b) und folgen leicht aus denselben. 

c) Die Punkte einer Geraden (welche den Kreis nicht 
berührt) und die Schnittpunkte der zugehörigen Polaren mit 
derselben Geraden bilden die Punktepaare einer iuvolutorischen 
Punktreihe. 

Wenn die gegebene Gerade den Kreis in zwei Punkten 
trifft, so sind dieselben Doppelpimkte der involutorischen 
Reihe. Wenn die gegebene Gerade den Kreis nicht trifft, so 
enthält die involutorische Reihe keine Doppelpunkte. 

Beweis, cd (Fig. 38) sei die gegebene Gerade und p ein be- 
liebiger Punkt auf ihr. n sei der Schnittpunkt der Geraden mit 
der Polaren von p und Cq sei senkrecht auf cd gefällt. Da der 
Winkel nmp recht ist, so liegen die Punkte w, w, p auf einem 
Kreise, dessen Durchmesser np ist. (Cm) • (Cp) und (qn) • (jqp) 
sind die Potenzen der Punkte C und q in Bezug auf diesen Kreis. 
Die Differenz der Potenzen beider Punkte ist der Differenz der 
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Fig. S8. 



Quadrate ihrer Entfernungen yon dem Mittelpunkte des Kreises 
nmp gleich (Einleitung § 4d). Da dieser Mittelpunkt mit q und 
C ein bei q recht- 
winkliges Dreieck bil- 
det, so ist die Differenz 
jener Quadrate gleich 
(cqy. Aus (Cm) • (Cp) 
- {qm) (qp) = (Cqy 
und (Cm) • (Cp) = 
(Cb)\ (§11 Anmer- 
kung zu Beispiel 2) 
erhält man durch Ab- 
ziehen der ersten 
Gleichung von der 
zweiten: (CT)« — (Cg)* 
= (qm) . (qp). 

(c&)* — (cq)^ ist aber nichts anderes als (qd)^y so dass man zu 
der Gleichung (qd)^ = (qc)^ '^ (qn) • (qp) kommt, durch welche 
nach § 27a die Behauptung bewiesen ist. 

Anmerkung. Wenn die gegebene Gerade den Kreis be- 
rührt, so zerfällt die involutorische Eeihe, indem alsdann die Polare 
eines jeden auf dieser Tangente gelegenen Punktes durch den 
Berührungspunkt geht. 




cc) Wenn die Gerade Q durch 
den Poi von P geht, so geht 
auch P durch den Pol von Q, 



Conjugirte Punkte, 
a) Wenn der Punkt q auf 
der Polaren von p liegt, so 
liegt auch p auf der Polaren 
von q. 

Beweis a). Es sind zwei Fälle zu unterscheiden. 1) Wenn die 
Gerade pq den Kreis nicht berührt, so erzeugen die Punkte dieser 
Geraden und die zugehörigen Polaren eine involutorische Eeihe 
auf derselben, in welcher die Punkte p und q einander zugeordnet 
sind (§ 34 c). Würde nun die Polare von q nicht durch j?, son- 
dern durch einen andern Punkt m der Geraden pq gehen, öo 
wären q und m auch zugeordnete Punkte,^ das heisst, der Punkt 
q würde sowohl mit p als auch mit m ein Paar zugeordneter 
Punkte derselben involutorischen Eeihe bilden, was unmöglich ist. 

2) Wenn pq Tangente ist, so muss q der Berührungspunkt 
dieser Tangente sein (§ 34b). Dann fällt aber die Polare von 
q mit dieser Tangente zusammen und geht deshalb durch j9, was 
zu beweisen war. Der Satz cc) ist nur eine andere Ausspruchs- 
weise des Satzes a). 



§ 35. 
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b) Erklärung. ZweiPunkte. ß) Erklärung. Zwei Ge- 
heissen conjugirt, wenn der raden heissen conjugirt; wenn 



eine und folglich jeder in der 
Polaren des andern liegt. 

c) Die Pole aller Geraden 
eines Punktes jp liegen auf der 
Polaren P dieses Punktes. 



die eine und folglich jede durch 
den Pol der andern geht. 

Y) Die Polaren aller Punkte 
einer Geraden P gehen durch 
den Pol p dieser Geraden. 



Beweis c). Diese Pole sind dem Punkte p conjugirt und 
müssen also auf seiner Polaren Hegen, y) Diese Polaren sind 
der Geraden P conjugirt und müssen also durch ihren Pol gehen. 

d) Zwei conjugirte Punkte und der Pol ihrer Verbindungs- 
linie oder zwei conjugirte Gerade und die Polare ihres Schnitt- 
punktes bilden ein sogenanntes Polardreieck^ das heisst ein 
Dreieck, in welchem jede Seite die Polare des gegenüber- 
liegenden Ecks und jedes Eck der Pol der gegenüberliegenden 
Seite ist (b und /J). 



1 86. Fortsetzung. 

a) Die conjugirten Punkte 
einer Geraden bilden eine in- 
volutorische Punktreihe. 

Die Doppelpunkte dieser 
Reihe sind durch die Schnitt- 
punkte der Geraden mit dem 
Kreise dargestellt. 



o() Die conjugirten Strahlen 
eines Punktes bilden einen in- 
volutorischen Strahlenbüschel. 

Die Doppelstrahlen dieses 
Büschels sind durch die von dem 
Punkte an den Kreis gelegten 
Tangenten dargestellt. 



Beweis, a) Dieser Satz folgt aus § d4c und § 35b. a) Die 
durch den gegebenen Punkt p gezogenen Geraden und ihre Pole 
bestimmen auf der Polaren P von p eine involutorische Beihe 
(§ 34 c, § 36 a). Die Gesammtheit aller conjugirten Strahlen, 
welche durch p gehen, wird nun durch diejenigen Strahlen dar- 
gestellt, welche jene involutorische Beihe aus dem Punkte p pro- 
jiciren (§ 35/?). Der Beweis folgt also aus § 27« 



b) Zusatz. Jede Secante 
wird durch zwei conjugirte 
Punkte derselben harmonisch 
getheilt. 



ß) Zusatz. Die Winkel 
zweier Tangenten werden durch 
zwei conjugirte Strahlen ihres 
Schnittpunktes harmonisch ge- 
theilt. 



Anmerkung. Mit Bücksicht auf die Anmerkung in § 31. 
kann man sagen: 
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Die reellen oder imaginären 
Punkte, welche eine Gerade mit 
einem Kreise gemein hat, sind 
die reellen oder imaginären 
Doppelpunkte deijenigen involu- 
torischen Reihe, welche durch 
die conjogirten Punkte jener Ge- 
raden gebildet ist. 

c) Wenn ein vollständiges 
Viereck einem Kreise einbe- 
schrieben ist^ so ist die Polare 
jedes Nebenecks durch die Ver- 
bindxmgBlinie der übrigen dar- 
gestellt. (Die Nebenecken bil- 
den ein Polardreieck.) 



Die reellen oder imaginären 
Tangenten eines Kreises, welche 
durch einen gegebenen Punkt 
gehen, sind die reellen oder 
imaginären Doppelstrahlen des- 
jenigen inyolutorischen Strahlen- 
büschels, welcher durch die con- 
jugirten Strahlen jenes Punktes 
gebildet wird. 

f) Wenn ein vollständiges 
Vierseit einem Kreise umbe- 
schrieben ist, so ist der Pol 
jeder Diagonale durch den 
Schnittpunkt der übrigen dar- 
gestellt. (Die Diagonalen bil- 
den ein Polardreieck.) 



Beweise. 



Wenn (Fig. 39) a, 6, c, d die 
Ecken des Vierecks sind, so stellen 
ad und hc zwei Secanten des 
Kreises dar, welche sich in dem 

Fig. 89. 



Wenn (Fig. 40) ab, 6c, cg, ga 
die Seiten des Yierseits sind, so 
sind h und d die Scheitel zweier 
Tangentenwinkel und hd ist eine 

Fig. 40. 





Nebeneck o schneiden. Die Ver- 
bindungslinie nh der übrigen 
Nebenecken theilt diese beiden 
Secanten in p und g harmonisch 
(§ 13b). Die Punkte j) und g' 
sind also dem Punkte o conju- 
girt (§ 36 b) und ihre Verbin- 
dungslinie i>g oder n/t ist die 
Polare von o. 



Diagonale des Vierseits. Die nach 
dem Schnittpunkte der übrigen 
Diagonalen gezogenen Geraden 
hm und dm theilen mit hd die 
Winkel der durch h und d ge- 
zogenen Tangenten harmonisch 
(§ 13/?). Die Geraden hm und 
dm sind desshalb der Geraden 
hd boi^'ugirt (§ 36/3) und schnei- 
den sich in ihrem Pole fn. 
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d) Aufgabe. Wenn ein 
Kreis gezeichnet vorliegt, bo 
soll zu einem beliebigen Punkte 
die zugehörige Polare ohne 



d) Aufgabe. Wenn ein 
Kreis gezeichnet vorliegt, so 
soll zu einet beliebigen Geraden 
der zugehörige Fol ohne HSlfe 



Hülfe des Zirkels gefanden des Zirkels gefanden werden, 
werden. j 

Auflösung. Die Gonstractdon von d) folgt unmittelbar ans 
c). Um i auBzufUhren, Buche man zu zwei Punkten der gegebenen 
Geraden die zugehörigen Polaren. Sie schneiden sich in dem ge- 
suchten Pole. 



VI. ÄbBchnitt. 

FroJeetlTiaohe Gebilde in aohiefer Lage. 
8 87. Aofgaben. 

b) Von zwei projectiviaclieii I a) Von zwei projectiviachen 
Punktreihen, deren Träger die Str^enbOscheln, deren Schei- 
Geraden AG und AB sind | t«l JM und if (Fig. 42) sind, 




(Fig. 41), kennt man 3 Paare 
entsprechender Punkte a, d\ 
h, V\ e, c'. Es soll zn jedem 
weitem Punkte der einen Reihe 
der entsprechende Punkt der 
andern gefunden werden, ohne 
die Reihen in perapectivische 
La^ zu bringen. 



kennt man 3 Paare entsprechen- 
der Strahlen Mm, Nm-^ Mo, ^o; 
Mc[, Nq. Es soll zu jedem 
weitem Strahle des einen BQ- 
schels der entsprechende Strahl 
des andern gefanden werden, 
ohne die Büschel in perspecti- 
visdie Lagezu bringen. 



Projectivisohe Gfebilde in schiefer Lage. 
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Auflö 

Wenn man einen beliebigen 
Punkt s, auf der Verbindungs- 
linie der sich nicht entsprechen- 
den Pnnkte a und c mit den 
beiden Punkten m und n des 
Projectionsstrahls hh' verbindet, 
so bestimmen die erhaltenen Ge- 
raden ms und ns zwei ent- 
sprechende Punkte d nnd cf beider 
Etoihen. 

Hieraus ergibt sich die Auf- 
lösimg der Aufgabe. 



sung. 

Wenn man durch den Schnitt- 
punkt u der sich nicht ent- 
sprechenden Strahlen Mm und 
Nq eine beliebige Gerade legt 
und ihre Schnittpunkte r und s 
mit den Geraden oq und om 
aufsucht, so sind hierdurch zwei 
entsprechende Strahlen Mr und 
Ns der beiden Büschel bestimmt. 

Hieraus ergibt sich die Auf- 
lösung der Aufgabe. 



JBeweis. 



Die projectivischen Punktreihen 
o, b, c . . . . und a\ h\ c ... wer- 
den aus den Punkten m und n 
durch die projectivischen Strahlen- 
büschel «I (a, &, c . . .) und n {a\ 
5', c' . . .) projicirt. Diese Strah- 
lenbüschel sind aber in perspec- 
tivischer Lage, weil der Strahl mn 
sich selbst entspricht und ac ist 
der perspectivische Durchschnitt 
derselben. Hierin ist der Beweis 
gelegen. 



Die projectivischen Strahlen- 
büschel Mm^ Mo^ Mq .... und 
Nm^ Noy Nq . . . projiciren sich 
auf die Geraden oq und om als 
zwei projectivische Punktreihen 
w, 0, g . . . und m, o, jp . . . 
Diese Punktreihen sind aber in 
perspectivischer Lage, weil der 
Punkt sich selbst entspricht 
und u ist der Projectionsmittel- 
punkt derselben. Hierin ist der 
Beweis gelegen. 



Anmerkung. 



Li dem Sechseck nmactdc 
(Fig. 41), dessen Seiten durch 
die beiden Träger und 4 Prö- 
jectionsstrahlen gebildet sind, 
schneiden sich die Verbindungs- 
linien gegenüberliegender Ecken 
in einem Puid:te 5. 

b) Man soll diejenigen Punkte 
bestimmen, welche in jeder 
der projectivischen Punktreihen 
in Fig. 41 dem Schnittpunkte 
A der beiden Träger ent- 
sprechen. 



In dem Sechseck MtNqom 
(Fig. 42), dessen Ecken durch 
die beiden Scheitel und 4 Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
gebildet sind, schneiden sich 
die gegenüberliegenden Seiten in 
3 Punkten r, u, s einer Geraden. 

ß) Man soll diejenigen Strah- 
len bestimmen, welche in jedem 
der projectivischen Strahlen- 
büschel in Fig. 42 der Ver- 
bindungslinie MN der Scheitel 
entsprechen. 
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Auflö 
Man ziehe in Fig. 41 die Ge- 
rade nÄ und bestimme ihren 
Schnittpunkt mit ac. Diejenige 
Gerade, welche diesen Punkt mit 
m verbindet, bestimmt auf ÄC 
den einen der gesuchten Punkte. 
Der andere wird auf analoge 
Weise gefunden (§ 37 a). 



ATifjg;aben. 
a) Von zwei projectivischen 
Punktreihen, deren Träger die 
Geraden ÄC und AB (Kg. 43) 



sung. 

Man suche in Fig. 42 den 
Schnittpunkt der Geraden MN 
und ng, welchen man sodann 
mit dem Punkt n durch ein6 
Gerade verbindet. Diese Gerade 
trifft die Linie mp in einem 
Punkte, welcher auf dem ge- 
suchten Strahle des Büschels JV 
gelegen ist. Der andere Strahl 
wird auf analoge Weise gefunden 
(§ 37«). 

cc) Von zwei projectivischen 
Strahlenbüscheln, deren Schei- 
tel die Punkte 3f und JV(Pig. 44) 



Fig. 48 u. 44. 



jff^if' 





sind, kennt man zwei Paare 
entsprechender Punkte a, a', und 
b, h\ sowie denjenigen Punkt g 
der Reihe ACj welcher dem 
Schnittpunkte A der Träger 
entspricht. 

Man soll zu jedem weitem 
Punkte der Reihe ACietL ent- 
sprechenden Punkt der andern 
Reihen suchen. 



sind^ kennt man zwei Paare 
entsprechender Strahlen Mo 
und Noy Mq und Nq, sowie 
denjenigen Strahl Mn des Bü- 
schels My welcher der Verbin- 
dungslinie MN der Scheitel 
entspricht. 

Man soll zu jedem weitem 
Strahle des Büschels M den 
entsprechenden Strahl des an- 
dern Büschels duchen. 



Auflösung. 



Wenn man durch einen be- 
liebigen Punkt $ der Geraden 
dq von m und h aus zwei 



Wenn man durch den Schnitt- 
punkt u von Mn und Nq eine 
beliebige Gerade zieht, und üure 
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Strahlen zieht, so bestimmen 
diese auf den Trägem zwei ent- 
sprechende Punkte c und c. 
Hieraus ergibt sich* die Lösung. 

Bew 
Die projectivischen Punkt- 
reihen ahq . . . und ah'A . . . wer- 
den aus den Punkten m und h 
durch zwei projectivische und 
perspectiyisch gelegene Strahlen- 
büschel m (a, Z>, ö' . . .) und h 
(a\ 6', Ä . . ,) projicirt, deren 
perspectivischer Durchschnitt aq 
ist. Hierin ist der Beweis ge- 
legen. 



Schnittpunkte r, s mit der Ge- 
raden oq und oM aufsucht, so 
bestimmen dieselben zwei ent- 
sprechende Strahlen Mr und Ns 
der beiden Büschel. 

eis. 

Die projectivischen Strahlen- 
büschel Mfiy MOj Mq . . . imd 
NM^ NOy Nq . . . bestimmen auf 
den Geraden oq und Mo zwei 
projectivische Punktreihen n, o, 
q . . . . M^ OyP . . , .^ welche per- 
spectivisch liegen und deren 
Projectionsmittelpunkt u ist. 
Hierin ist der Beweis gelegen. 



Anme 
In dem Fünfeck hmac'c, des- 
sen Seiten durch die beiden 
Träger und drei Projections- 
strahlen gebildet sitid, schneiden 
sich die Diagonalen mc und hc 
mit der Geraden aq in einem 
Punkte $. 



b) Von zwei projectivischen 
Punktreilien, deren Träger AC 



irkung. 

In dem Fünfeck MtNqo^ des- 
sen Ecken durch die Scheitel 
der Büschel und drei Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
gebildet sind, liegen die Schnitt- 
punkte r und s von zwei Paaren 
nicht anliegender Seiten mit dem 
Schnittpunkte u der fünften 
Seite und des Strahles Mn auf 
einer Geraden. 

ß) Von zwei projectivisclien 
Strahlenbüscheln^ deren Schei- 



Fig. 45 fu 46. 




und AB sind (Fig. 45), kennt 
man ein Paar entsprechender 
Punkte a und a' ^ sowie die- 
jenigen Punkte^ und q, welche 
in beiden Reihen dem Schnitt- 



tel M und N- sind (Fig. 46), 
kennt man einPaar entsprechen- 
der Strahlen Mo und No^ sowie 
diejenigen Strahlen Mu und Nu, 
welche in beiden Büscheln der 
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punkte A der Träger ent- 
sprechen. Man soll zu jedem 
Punkte der einen Reihe den 
entsprechenden Punkt der an- 
dern finden. 

Auflö 
Wenn man einen beliebigen 
Punkt s von pq mit a und a 
durch die Geraden as und as 
verbindet, so bestimmen dieselben 
zwei entsprechende Punkte 6' und 
h. Hieraus ergibt sich die Auf- 
lösung der Aufgabe. 



Bew 

Die perspectivischen Punkt- 
reihen a, q, A, .. und a , A, p ... 
werden aus den Punkten d und a 
durch zwei projectivische und 
perspectivisch gelegene Strahlen- 
büschel d (a, q^ A . . .) und a 
(a\ A^p...) projicirt, deren per- 
spectivischer Durchschnitt p q ist. 
Hierin ist der Beweis gelegen. 



Verbindungslinie der Scheitel 
entsprechen. Man soll zn jedem 
Strahle des einen Büschels 
den entsprechenden Strahl des 
andern finden. 

sung. 

Wenn man durch den Punkt 
u eine beliebige Gerade zieht, 
und ihre Schnittpunkte r und s 
mit den Strahlen Mo und JVo 
aufsucht, so bestimmen dieselben 
zwei entsprechende Strahlen Mr 
und Ns. Hieraus ergibt sich 
die Auflösung. 

eis. 

Die projectivischen Strahlen - 
büschel MN, Mo^ Mu . . . und 
NUy JVo, NM , . . bestimmen auf 
den Geraden No und Mo zwei 
projectivische und perspectivisch 
gelegene Punktreihen N^ o, n . . . 
und Pj 0, Jtf, deren Projections- 
mittelpunkt u ist. Hierin ist 
der Beweis gelegen. 



Anmerkung. 



In dem Viereck ad fe'5, dessen 
Seiten durch die Träger und 
zwei Projectionsstrahlen gebildet 
sind, schneiden sich die Diago- 
nalen al/ und dh in einem 
Punkte der Geraden pq. 



c) Die beiden Punktreihen 
auf AC und AB in Fig. 45 
werden aus jedem Punkte der 
Geraden pq durch zwei pro- 
jectivische und involutorisch 
gelegene Strahlenbüschel pro- 
jicirt. 



In dem Viereck MoNtj dessen 
Ecken durch die Scheitel der 
Büschel und zwei Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen gebildet 
sind, liegen die Schnittpunkte 
je zweier gegenüberliegender 
Seiten mit dem Punkte u auf 
einer Geraden. 

Y) Die beiden Strahlen- 
büschel Jf und JV^ in Fig. 46 
projiciren sich auf jede durch 
u gehende Gerade als zwei 
projectivische und involu- 
torisch gelegene Punktreihen. 
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Bew 
Die beiden Strahlenbüschel 
sind nach § 18 a projectivisch 
und liegen involutorisch, weil der 
Bichtnng a&', mag sie als Strahl 
des einen oder des andern Strah- 
lenbüschels angesehen werden 
(als sa oder slT)^ immer in dem 
andern Büschel ein Strahl der- 
selben Hichtimg a'h (nftmlich sa 
oder sli) entspricht. 



eis. 

Die beiden auf der Geraden 
rs entstehenden Punktreihen sind 
nach § 18 a projectivisch und 
liegen involutorisch, weil dem 
Punkte r, mag er als Punkt der 
einen oder andern Beihe ange- 
sehen werden (als auf Mt oder 
No liegend) immer in der an- 
dern Beihe derselbe Punkt s 
(auf Nt oder Mo liegend) ent- 
spricht. 



Die Cnrve als Puiiktgebilde oder Tangentengebilde. 



Wenn ein Punkt a sich be- 
wegt, so beschreibt er eine 
Gerade oder eine „Ourve." 

Der Punkt a ist in jeder Lage 
ein „Punkt" der Curve. 

Die Verbindungslinie des be- 
wegten Punktes a mit einem 
festen Curvenpunkte 6 stellt eine 
Sehne dar, welche sich um h 
dreht. 

Da 6 ein Curvenpunkt ist, 
so muss es sich ereignen^ dass 
der bewegte Punkt a, welcher 
die Curve beschreibt, unend- 
lich nahe an h herankommt, 
mit h zusammenfallt und sich 
wieder entfernt. 

In dem Momente des Zu- 
sammenfallens der Punkte a 
und h nimmt die sich drehende 
Gerade ah eine Lage P ein, 
in welcher man sie als „Tan- 
gente" des Punktes 6 be- 
zeichnet 



Wenn eine Gerade A sich 
bewegt, so dreht sie sich um 
einen Punkt oder sie beschreibt 
eine „ütnhüllung." 

Die Gerade A ist in jeder 
Lage eine „Erzeugende" der 
Umhüllung. 

Der Schnitt der bewegten 
Geraden A mit einer festen 
Erzeugenden B stellt einen 
Punkt dar, welcher sich auf 
B bewegt. 

Da B eine Erzeugende ist, 
so muss es sich ereignen, dass 
die Erzeugende A, welche die 
Umhüllung beschreibt, sich der 
Richtung von B immer mehr 
zuwendet, mit B zusammen- 
fallt und sich dann wieder von 
B weg dreht. 

In dem Momente des Zu- 
sammenfallens der Erzeugen- 
den A und jS nimmt der sich 
bewegende Punkt (AB) eine 
Lage an, in welcher man ihn 
als „Berührungspunkt" der 
Erzeugenden B bezeichnet. 



39. 
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Unmittelbar vor oder nach 
diesem Momente jedoch be- 
finden sich auf der um b ge- 
drehten Geraden zwei unend- 
lich nahe Ourvenpunkte, näm- 
lich der feste Punkt b und 
der bewegliche Punkt a, wel- 
cher noch nicht ganz mit b 
zusammengefallen ist oder sich 
schon wieder um eine unend- 
lich kleine Strecke von b ent- 
fernt hat. 

Die Tangente P des Punktes 
b kann demnach als Verbin- 
dungslinie zweier unendlich 
naher auf einander folgender 
Gurvenpunkte angesehen wer- 
den. 

Dadurch erscheint auch jeder 
Curvenpunkt b als Schnittpunkt 
zweier auf einander folgender 
Tangenten, welche nämlich 
diesen Punkt mit dem nächst 
Torhergehenden und mit dem 
nächstfolgenden verbinden. 

Wenn man daher die Tan- 
genten einer Curve als Erzeu- 
gende einer Umhüllung an- 
sieht; so sind die Berührungs- 
punkte der Erzeugenden durch 
die Gurvenpunkte dargestellt. 

Hieraus folgt: 

a) Ein bewegter Punkt und eine bewegte Gerade erzeugen 
gleichartige Gebilde, nämlich eine Gurve, welche das erste Mal 
als Punktgebilde und das zweite Mal als Tangentengebilde auf- 
tritt. Eine Tangente kann als Verbindungslinie zweier auf ein- 
ander folgender Gurvenpunkte, ein Gurvenpunkt als Schnittpunkt 
zweier auf einander folgender Tangenten angesehen werden. 



Unmittelbar vor oder nach 
dieser Lage des auf J5 beweg- 
ten Punktes gehen durch den- 
selben zwei in ihrer Richtung 
unendlich wenig verschiedene 
Erzeugende, nämlich die feste 
Erzeugende B und die beweg- 
liche Erzeugende A^ welche 
noch nicht ganz mit A zu- 
sammengefallen ist oder sich 
schon wieder um einen un- 
endlich kleinen Winkel gegen 
B geneigt hat. 

Der Berührungspunkt jp der 
Erzeugenden B kann demnach 
als Schnittpunkt zweier unend- 
lich naher auf einander fol- 
gender Erzeugenden angesehen 
werden. 

Dadurch erscheint auch jede 
Erzeugende B als Verbindungs- 
linie zweier aufeinander folgen- 
der Berührungspunkte, welche 
nämlich durch den Schnitt dieser 
Erzeugenden mit der nächst 
vorhergehenden und der nächst 
folgenden gebildet werden. 

Wenn man daher die Berüh- 
rungspunkte einer Umhüllung 
als Punkte einer Gurve ansieht, 
so sind die Tangenten der Gur- 
venpunkte durch die Erzeugen- 
den der Umhüllung dargestellt. 
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Cnrven, welolie das Erzengniss projectlvisclier Gebilde sind. I 40. 



a) Zwei projectivische Punkt- 
reihen erzeugen eine Ourve, 
von welcher die Projections- 
strahlen und die Träger der 
Punktreihen Tangenten sind. 
Die Berührungspunkte der Trä- 
ger sind diejenigen Punkte^ 
welche in beiden Punktreihen 
dem Schnittpunkte der Träger 
entsprechen. 



cc) Zwei projectivische 
Strahlenbüschel erzeugen eine 
Curve, auf welcher die Pro- 
jectionspunkte und die Scheitel 
der Büschel liegen. Die Tan- 
genten in den Scheitelpunkten 
sind diejenigen Strahlen, wel- 
che in beiden Strahlenbüscheln 
der Verbindungslinie der Schei- 
tel entsprechen. 



a) a, &, c . . . ., a', b\ c , . . , in Fig. 47 seien zwei projec- 
tivische Punktreihen auf den Trägem ÄC und AB, q und p 
seien diejenigen Punkte, welche in beiden Punktreihen dem 
Schnittpunkte Ä der beiden Träger entsprechen. 

Man denke sich den Punkt a des Trägers ÄC in. stetiger 
Bewegung auf dieser Geraden. Der zugehörige Punkt a des 
Trägers ÄJB wird ebenfalls in stetiger Weise den Ort der ent- 
sprechenden Punkte durchlaufen. Der hierdurch in Bewegung ge- 
setzte Projectionsstrahl wird also eine Curve einhüllen, das heisst 

Fig. 47. 




der bewegte Strahl wird in jedem Augenblicke Tangente an eine 
gewisse Curve sein, deren Punkte durch die Schnittpunkte zweier 
auf einander folgender Projectionsstrahlen dargestellt sind. Jeder 
der Träger ist Tangente an die Curve, weil er zugleich als Pro- 
jectionsstrahl aufgefasst werden kann. Der Träger AB zum Bei- 
spiel ist Projectionsstrahl, weil er die entsprechenden Punkte A 
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und B beider Reihen verbindet. Dass aber p als Schnittpunkt 
zweier auf einandcrfolgender Tangenten der Berührungspunkt von 
AB ist, erkennt man daraus, dass der gemeinsame Punkt a der 
beweglichen Tangente aa und des Trägers AB zu dem Punkte 
p wird, sobald der Punkt a sich dem Punkte A und dadurch 
die Tangete aa der Tangente AB bis zum ZusanmienMlen nähert. 

a) M und M in Fig. 48 seien die Scheitel zweier projee- 
tivischer Strahlenbüschel a, g^ h . . . a\ g\l/ . , . . Mp und M^p 
seien diejenigen Strahlen, welche in beiden Büscheln der Yer- 
bindungslinie ihrer Scheitel entsprechen. Denkt man sich den 
Fig. 48. Strahl a um M in stetiger Bewe- 

gung, so durchläuft der Strahl a 
die Orte der entsprechenden Strah- 
len in dem Büschel a', g\ If eben- 
fiills in stetiger Weise. Der Pro- 
jectionspunkt m beschreibt hierbei 
eine ununterbrochene Curve. Die 
Scheitel der Büschel sind ebenfalls 
Curvenpunkte, weil sie als Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen an- 
gesehen werden könneii. M! zum Beispiel ist der Schnittpunkt 
der entsprechenden Strahlen MM und itTp beider Büschel. Dass 
aber Mp als Verbindungslinie zweier auf einander folgender 
Curvenpunkte die Tangente des Punktes M ist, erkennt man da- 
raus, dass die Sehne M'm zu der Geraden M'p wird, sobald 
sich der Strahl a dem Strahle MM und dadurch der Curven- 
pxmkt m dem Curvenpunkt M bis zum Zusammenfallen nähert. 




1 41. Aufgaben. 

a) Beliebig viele Tangenten 
einer durch zwei projeetivische 
Punktreihen erzeugten Curve 
zu construiren, wenn gegeben 
sind: 

1) Die beiden Träger und 
drei weitere Tangenten; 

2) Die beiden Träger, der 
Berührungspunkt auf einer der- 
selben und zwei Tangenten; 

3) Die beiden Träger, ihre 
Berührungspunkte und eine 
Tangente. 



^) Beliebig viele Punkte 
einer durch zwei projeetivische 
Strahlenbüschel erzeugten Cur- 
ve zu construiren, wenn ge- 
geben sind: 

1) Die beiden Scheitel und 
drei weitere Curvenpunkte; 

2) Die beiden Scheitel, die 
Tangente in einem derselben 
und zwei Curvenpunkte; 

3) Die beiden Scheitel, die 
Tangenten in denselben und 
ein Curvenpunkt. 
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Die^ Auflösungen folgen aus 
§ 40a und § 37a, § 38a und b. 



Die Auflösungen folgen aus 
§ 40a und § 37a, § 38« und ß. 



Anmerkung. In allen Fällen existirt nur eine Curve, 
welche den gegebenen Bedingungen genügt (§ 18 c). 



b) Diejenigen Tangenten 
einer durch zwei projectivische 
Punktreihen erzeugten Curve 
zu finden, welche durch einen 
gegebenen Punkt m gehen. 



/?) Diejenigen Punkte einer 
durch zwei projectivische 
Strahlenbüschel erzeugten Cur- 
ve zu finden^ welche auf einer 
gegebenen Geraden G liegen. 



Auflösungen. 



Die beiden Punktreihen werden 
aus m durch zwei projectivische 
und concentrische Strahlenbüschel 
projicirt. Die sich selbst ent- 
sprechenden Strahlen der letzteren 
sind die gesuchten Tangenten 
(§ 2öa). 

c) In der Ebene einer durch 
zwei projectivische Punktreihen 
erzeugten Curve Punkte an- 
zugeben, durch welche keine 
Tangenten der Curve gehen. 



Die beiden Strahlenbüschel 
projiciren sich auf G als zwei 
projectivische Punktreihen des- 
selben Trägers, deren sich selbst 
entsprechende Punkte die gesuch- 
ten Curvenpunkte sind (§ 26 a). 

y) In der Ebene einer durch 
zwei projectivische Strahlen- 
büschel erzeugten Curve Ge- 
rade anzugeben, auf welchen 
keine Curvenpunkte liegen. 

Auflösung c). Wenn ÄC und AB (Fig. 47) die projec- 
tivischen Punktreihen sind, welche die Curve erzeugen und j?, q 
die Berührungspunkte der Träger darstellen, so werden diese 
Punktreihen aus jedem Punkte m der Geraden pq durch involu- 
torisch liegende Strahlenbüschel projicirt (§ 38 c). Wenn der hier- 
durch gebildete involutorische Strahlenbüschel Doppelstrahlen be- 
sitzt, so stellen letztere die durch m gehenden Tangenten der 
Curve vor (§ 41b). Man denke sich den Punkt m auf der Geraden 
jpq in Bewegung, so dass er von einem Orte innerhalb pq aus 
sich über den einen Endpunkt jp hinaus bewege, so wird bei diesem 
Uebergange des Punktes m über p hinaus der eine von den beiden 
involutorisch liegenden Strahlenbüscheln, dessen Scheitel m ist, 
seinen Drehungssinn wechseln, der andere Büschel jedoch den- 
selben beibehalten. Wenn daher von zwei Punkten m xmd w der 
Geraden pq der eine iimerhalb, der andere ausserhalb der Strecke 
pq gelegen ist, so wird von den involutorischen Strahlenbüscheln, 
deren Scheitel p und q sind, der eine durch gleichlaufende, der 
andere durch ungleichlaufende projectivische Strahlenbüschel ge- 
bildet, welche involutorisch liegen. Durch den einen Punkt gehen 

Maller, Geometrie. IL 5 
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also zwei sich selbst entsprechende Strahlen und durch den andern 
keine solche (Anmerkung zu § 32b). Einer von diesen beiden 
Funkten m und n ist also immer ein solcher, durch welchen keine 
Tangenten der Curve gehen. 

y) In Fig. 48 sind M und M" die Scheitel zweier gleich- 
laufender projectivischer Strahlenbüschel, welche eine Curve er- 
zeugen. Mp und Jifp seien die Tangenten der Curve in den 
Scheitelpunkten. Auf jedem Strahle G des Funktes p projiciren 
sich die beiden Strahlenbüschel als zwei involutoiisch liegende 
projectivische Funktreihen. Wenn die dadurch gebildete projec- 
tivische Punktreihe Doppelpunkte besitzt, so stellen dieselben die 
auf der Geraden 0- liegenden Curvenpunkte dar. Wenn der 
Strahl G in dem Winkel Mp3f gelegen ist, so sind die beiden 
Funktreihen ungleichlaufend und die involutorische Funktreihe, 
welche durch dieselben dargestellt wird, enthält zwei Doppelpunkte. 
Wenn dagegen der Strahl G die Nebenwinkel des Winkels MpM^ 
theilt, so sind jene Punktreihen gleichlaufend und bilden eine in- 
volutorische Punktreihe ohne Doppelpunkte. Wenn die beiden 
Strahlbüschel M und M ungleichlaufend gewesen wären, so 
hätte man das umgekehrte Eesultat erhalten. Wenn sonach von 
zwei Strahlen des Funktes p der eine den Winkel MpM' und 
seinen Scheitelwinkel, der andere die Nebenwinkel dieser Winkel 
theilt, so liegen immer auf depi einen dieser Strahlen zwei Ctirven- 
punkte und auf dem andern keine solche. 



Dritter Cnrsns. 

Projectiyisclie Figuren. Kegelschnitte. 



I. Abschnitt. 

Ferspeotivische Figuren, 
g 42. Däs ebene System nnd der Strahlenbündel. 



a) Erklärung. Ein ebe- 
nes System besteht aus der Ge- 
sammtheit aller Punkte und 
Geraden, welche einer Ebene 
angehören. Diese Ebene wird 



ci) Erklärung. Ein Strah- 
lenbündel besteht aus der Ge- 
sammtheit aller Strahlen xmd 
Ebenen, welche durch einen 
Punkt gehen. Dieser Punkt 



Perspectivische Figuren. 
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der Träger des ebenen Systems 
genannt. 

b) Alle Punkte eines ebenen 
Systems, welche auf einer Ge- 
raden liegen, bilden eine Punkt- 
reihe. (§ 15 a.) 

c) Alle Gerade eines ebenen 
Systems, welche durch einen 
Punkt gehen, bilden einen 
Strahlenbüschel. (§ 15 a.) 



wird der Scheitel des Strahlen- 
bündels genannt. 

ß) Alle Strahlen eines Strah- 
lenbündels, welche in einer 
Ebene liegen, bilden einen 
Strahlenbüschel. 

Y) Alle Ebenen eines Strah- 
lenbündels, welche durch einen 
Strahl gehen, bilden einen 
„Ebenenbüschel." Derje- 
nige Strahl, welcher den Ebe- 
nen des Büschels gemeinsam 
ist, wird Axe des letzteren ge- 
nannt. 



Beadehung des ebenen Systems auf ein Strahlenbündel. § 43. 



a) Die Punkte und Geraden 
eines ebenen Systems werden 
aus einem Punkte, welcher 
nicht auf dem Träger des Sys- 
tems gelegen ist, durch die 
Strahlen und Ebenen eines 
Strahlenbündels projicirt. Da- 
bei werden die Punkte einer 
Punktreihe durch die Strahlen 
eines Strahlenbüschels proji- 
cirt. Die Strahlen eines Strah- 
lenbüschels werden durch die 
Ebenen eines Ebenenbüschels 
projicirt. 

b) Z u s at z. Wenn die Strah- 
len des Strahlenbüschels unter 
sich parallel sind, so werden 
dieselben durch einen Ebenen- 
büschel projicirt, dessen Axe 
mit dem Träger des ebenen 



ci) Die Strahlen und Ebe- 
nen eines Strahlenbündels pro- 
jiciren sich auf jede Ebene, 
welche nicht durch den Schei- 
tel des Bündels geht, als Punkte 
und Geraden eines ebenen Sys- 
tems. Dabei projiciren sich 
die Strahlen eines Strahlen- 
büschels als Punkte einer Punkt- 
reihe. Die Ebenen eines Ebe- 
nenbüschels projiciren sich als 
Strahlen eines Strahlenbüschels. 



ß) Zusatz. Wenn die Axe 
des Ebenehbüschels mit dem 
Träger des ebenen Systems 
parallel ist, so projicirt sich 
derselbe als ein Büschel von 
Parallelstrahlen. 



Systems parallel ist. 

Beweis, b) Man ziehe durch den Scheitel des Strahlenbün- 
dels eine Gerade -4, welche mit einem und deshalb mit jedem 

6* 
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Strahle des gegebenen Strahlenbüschels S parallel ist*). Diese 
Gerade bestimmt mit jedem Strahle von 8 eine Ebene desjenigen 
Ebenenbüschels, durch welches der Büschel S projicirt wird. 
Hiermit ist der Beweis geliefert, dass die Gerade Ä mit dem 
Träger des ebenen Systems parallel ist**). Die Behauptung 
unter ß) wird indirect bewiesen, indem man zeigt, dass zwei 
Strahlen des entstandenen Strahlenbüschels sich nicht schneiden 
können. 



§ ^^* BezieliTmg ebener Systeme auf einander. 

Die Strahlen und Ebenen eines Strahlenbündels erzeugen 
auf zwei Ebenen, welche nicht durch den Scheitel des Strah- 
lenbündels gehen, zwei ebene Systeme. Die beiden ebenen 
Systeme heissen in Bücksicht auf diese Lage perspectivisch. 



a) Erklärung. Inperspec- 
tivischen ebenfn Systemen 
heissen je zwei Punkte, welche 
auf einem Strahle des Strah- 
lenbündels liegen, entsprechend 
oder homolog. 

b) Wenn Punkte des einen 
Systems auf einer Geraden 
liegen, so liegen die ent- 
sprechenden Punkte des andern 
Systems auf der homologen 
Geraden. 

c) Einer Punktreihe des einen 
Systems entspricht eine pro- 
jectivische Punktreihe des 
andern Systems. Die Träger 
entsprechender Punktreihen 
sind homologe Gerade. 



cc) Erklärung. In per- 
spectivischen Systemen heissen 
je zwei Gerade, welche auf 
einer Ebene des Strahlenbün- 
dels liegen^ entsprechend oder 
homolog. 

/?) Wenn Geraden des einen 
Systems durch einen Punkt 
gehen, so gehen die ent- 
sprechenden Geraden des andern 
Systems durch den homologen 
Punkt. 

y) Einem Strahlenbüschel 
des einen Systems entspricht 
ein projectivischer Strahlen- 
büschel des andern Systems. 
Die Scheitel entsprechender 
Strahlenbüschel sind homologe 



Punkte. 

Beweis b) und c). Ä und Ä' seien die beiden Ebenen 
und m der Projectionsmittelpunkt. Die Punkte a, 6, c^d , , i einer 
Punktreihe werden aus m durch die Strahlen eines Strahlenbüschels 



*) Nach dem Btereometrischen Satze: Wenn zwei Gerade mit 
einer dritten parallel sind, so sind sie auch unter sich parallel. 

**) Stereometrischer Satz : Wenn eine Gerade mit einer Linie der 
Ebene parallel ist, so ist sie mit der Ebene parallel. 
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nt (a, b, c, d. . .) projioirt und dieses projicirt sich auf die Ebene 
A als eine Punktreihe a' , b', c', £ . . ., welche der gegebenen 
Pnnktreihe homolog ist (§ 44 a}. Die beiden Punktreiheu sind 
nach § 16j3 projectiTiech. Ihre Trflger sind entsprechende Ge- 
rade, weil sie auf der Ebene des Strahlenbüschela m (a, 6, c, d . . .) 
gelegen sind (§ 44 a). 



f) und y). Ein Starahlenbüachel S in der Ebene A (Fig. 49), 
dessen Scheitel der Punkt p ist, wird aus dem Punkte m durch 
einen Ebenen -Büschel projicirt, welcher mp zur Aie hat, Dieset 
EbenenbOschel schneidet die Ebene AI in einen Strahlenbüschel 
5*, welcher zu S homolog ist (§ 44«). Man denke nun den 
Strahlenbüschel S durch eine Gerade in der Pnnktreihe a, b,c... 
grachnitten. Weü irgend ein Punkt a der einen Punktreihe auf 
einem Strahle von 8 gelegen ist, so liegt der entsprechende Punkt 
d auf dem entsprechenden Strahle von S (§ 44b), Die beiden 
StrablenbÜBChel S und S sind also perspectivisch zu den beiden 
entsprechenden projectivischen (§ 44 c) Punktreihen ah c . . . und 
ah'c .... gelegen und deshalb selbst projectiviscb (§ 18a). Die 
Scheitel p und p sind homologe Punkte, weil sie beide auf der 
Axe desjenigen EbenenbUschels liegen, durch welchen 8 aus m 
projicirt wird. 



d) Zusatz. Vier haimo- 
mscben Punkten des einen 
Systems entsprechen vier har- 
monische Funkte des andern. 
(§ 16.) 

e) Einer involntoriscben 
Fonkireihe des einen Systems 



d) Zusatz. Vier harmo- 
nischen Strahlen des einen 
Systems entsprechen vier har- 
monische Strahlen des andern. 
(8 16.) 

e) Einem involutorischeu 
StraMenbfiscliel des einen Sys- 
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entspricht eine involutorische tems entspricht ein inYoluto- 
Punktreihe des andern. rischer Strahlenbüschel des 

andern. 

Beweis e). Wenn a, Cy h, d . . . (Fig. 49) Punktepaare 
einer involutorischen Reihe sind, so sind ma, mc] mh^ md... 
Strahlenpaare eines inyolutorischen Büschels (§ 2 7 er) und deshalb 
a\ c ; 6', (T . . . . Punktepaare einer involutorischen Eeihe (§ 31a). 
Der Beweis von e) wird ähnlich geführt. 

c» 

§ 45. Fortsetzung. — Perspeotivisohe Abbildong ebener Figaren. 



a) Denjenigen Punkten, wel- 
che auf einer Curve C (§ 39) 
des einen Systems liegen, ent- 
sprechen die Punkte einer Cur- 
ve (7 des andern Systems. 
Die Curven C und C heissen 
ebenfalls entsprechend. Der- 
jenigen Geraden, welche die 
Curve C in einem ihrer Punkte 
berührt, entspricht eine Gerade, 
welche die Curve C in dem 
entsprechenden Punkte berührt. 
Wenn man die Curven G und 
(7 als Tangentengebilde an- 
sieht, so stellen sie entsprechen- 
de Umhüllungen beider Sys- 
teme dar. 



iX) Denjenigen Geraden, wel* 
che Erzeugende einer Umhül- 
lung U (§ 39) des einen Sys- 
tems sind; entsprechen die Er- 
zeugenden einer Umhüllung If 
des andern Systems. Die Um- 
hüllungen ü und TT heissen 
ebenfalls entsprechend. Dem 
Berührungspunkte einer Er- 
zeugenden von U entspricht 
der Berührungspunkt der ent- 
sprechenden Erzeugenden von 
ZT. Wenn man die Umhül- 
lungen U und IT als Punkt- 
gebilde ansieht, so stellen sie 
entsprechende Curven beider 
Systeme dar. 



Beweis a). Wenn ein Punkt der einen Ebene sich so bewegt, 
dass er eine Curve (/beschreibt, so muss der ensprechende Pimkt der 
andern Ebene ebenfalls eine Curve C beschreiben, denn wenn (X eine 
gerade Linie wäre, so müsste auch C eine gerade Linie sein (§ 44 b). 
Derjenigen Sehne, welche zwei beliebige Punkte von verbindet, 
entspricht in der andern Figur eine Sehne, welche die ent- 
sprechenden Punkte von C verbindet. Wenn die Endpunkte der 
Sehne von C in einen einzigen Punkt p zusammenfallen, so fallen 
die Endpunkte der entsprechenden Sehne von C in den ent- 
sprechenden Punkt jj' zusammen. Die beiden Sehnen werden also zu 
homologen Tangenten in den entsprechenden Punkten p und p\ 

a). Wenn eine Gerade der einen Ebene sich so bewegt, 
dass sie eine Umhüllung U beschreibt, so muss die entsprechende 
Gerade der andern Ebene ebenfalls eine Umhüllung IT beschreiben, 
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denn wäre ZT ein StrahlenbUschel, so müsste auch U ein Strahlen- 
büschel sein (§ 44 13). Dem Schnittpunkte zweier Erzeugenden 
von ü entspricht der Schnittpunkt der entsprechenden Erzeugen- 
den von IT, Wenn die beiden Erzeugenden von U in eine 
einzige G zusammenfallen und dadurch ihr Schnittpunkt in den 
Berührungspunkt von 0- übergeht, so fallen die entsprechenden 
Erzeugenden von U' in die entsprechende Gerade ff und ihr 
Schnittpunkt in den Berührungspunkt dieser Geraden. 

b) Erklärung. Wenn man in dem Einen von zwei per- 
spectivischen Systemen eine Figur gegeben denkt (Original- 
figur), so entspricht derselben eine ganz bestimmte Figur 
(Abbildung) des andern Systems. Die bisherigen Sätze han- 
deln von der Abhängigkeit dieser Figuren von einander. Die 
Ebenen der Originalfigur und der Abbildung werden auch 
als Originalebene und Bildebene unterschieden. Die Original- 
figur und ihre Abbildung heissen auch perspectivische Figuren. 

Der besondere Fall, wo die Trager der perspeotlvlschen § 46. 
Systeme parallel sind. 

a) Wenn die Originalebene mit der Bildebene parallel 
ist, so sind die perspectivischen Figuren ähnlich. Je zwei 
entsprechende Gerade sind parallel. Je zwei entsprechende 
Winkel sind gleich. Entsprechende Punktreihen sind ähnlich 
und entsprechende Strahlenbüschel sind congruent. 

Beweis. Der Parallelismus entsprechender Geraden folgt 
aus dem stereometrischen Satze: Die Schnittlinien zweier paral- 
leler Ebenen mit einer dritten Ebene sind parallel. Die Gleich- 
heit entsprechender Winkel ergibt sich aus dem stereometrischen 
Satze: Winkel, deren Schenkel paarweise in gleicher Richtung 
parallel laufen, sind gleich und von gleichem Sinne. . Hieraus 
schliesst man (I, § 80a) auf die Aehnlichkeit entsprechender 
Dreiecke, welche von gleichem Sinne sind, weil in ihnen je zwei 
entsprechende Winkel gleichen Sinnes sind, sowie auf die Aehnlich- 
keit der perspectivischen Figuren (I, § 86 a). Die Aehnlichkeit 
entsprechender Punktreihen folgt aus § 24 a und die Congruenz 
entsprechender Strahlenbüschel aus der Gleichheit der entsprechen- 
den Winkel. 

Die Träger der perspectivisclLen Systeme sind nicht parallel. § 47. 

Wenn die Objectebene und die Bildebene sich in einer 
Geraden schneiden, so wird dieselbe die Axe der perspecti- 
vischen Projection oder Projectionsaxe genannt. 
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Die folgenden Sätze setzen diesen Fall voraus. 



a) Jeder Punkt, welcher auf 
der Axe der perspectivischen 
Projection gelegen ist, stellt 
einen sich selbst entsprechen- 
den Punkt der beiden perspec- 
tivischen Systeme dar. (§44a.) 

Ib) Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte in zwei 
perspectivischen Systemen 
gehen durch den Projections- 
mittelpunkt. 



cc) Die Axe der perspecti- 
vischen Projection stellt eine 
sich selbst entsprechende Ge- 
rade der beiden perspecti- 
vischen Systeme dar. (§ 44 a.) 

ß) Je zwei entsprechende 
Gerade zweier perspectivischer 
Systeme schneiden sich auf 
der Axe oder sind mit der Axe 
parallel. 



Der Satz b^ folgt direct aus der Definition entsprechender 
Punkte (§ 44 a) und ist nur des dualistischen Entsprechens 
wegen hier aufgeführt. Um ß) zu beweisen bemerke man, dass 
je zwei entsprechende Gerade der perspectivischen Systeme Schnitt- 
linien von einer durch das Projectionscentrum gehenden Ebene 
mit den Ebenen jener Systeme sind (§ 44 a). Die Axe ist die 
Schnittlinie der Projectionsebenen selbst. Die Behauptung folgt 
daher aus dem Satze: Wenn drei Ebenen einander in drei Linien 
schneiden, so convergiren diese Linien nach einem Punkte oder sie 
sind einander parallel. 

%is. Die Gegenaxen zweier perspectivischer Systeme. 



cc) Aufgabe. Diejenigen 
Punkte des Systems Ä' zu be- 
stimmen, welche unendlich fer- 
nen Punkten in Ä entsprechen. 



a) Auf g ab e. Diejenigen 
Punkte des Systems Ä zu be- 
stimmen, welche unendlich fer- 
nen Punkten der Ebene A ent- 
sprechen. 

Auflösung. Ein unendlich femer Punkt der Ebene Ä'^ 
wird aus m durch einen Strahl projicirt, welcher mit Ä' parallel ist. 

Alle auf diese Weise erhaltenen Strahlen liegen in einer 
zu Ä^ parallelen Ebene JSJ*), welche die Ebene Ä in einer Geraden 
G schneidet**). Jeder unendlich ferne Pimkt von A^ entspricht 
also einem auf ff gelegenen Punkte von Ä und umgekehrt. Auf 



*) Nach dem Satze: Alle Geraden, welche durch einen Punkt m 
parallel zu einer Ebene Ä' gezogen sind, liegen in einer zu Ä' parallelen 
Ebene. 

**) Wenn die eine von zwei parallelen Ebenen von eiaer dritten 
geschnitten wird, so wird auch die andere geschnitten. 
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dieselbe Weise findet man in der Ebene Ä eine andere Gerade 
ff', deren Funkte den unendlich fernen Punkten von A entsprechen. 

1)) Erklärung. In jedem von zwei perspectivischen 
Systemen heisst diejenige Gerade die Gegenaxe des Systems^ 
deren Punkte den unendlich fernen Punkten des andern Sys- 
tems entsprechen« 



Fortsetzung. 

a) Einem Strahlenbüschel 
der Originalebene, dessen Schei- 
tel auf der Gegenaxe G dieser 
Ebene gelegen ist, entspricht 
ein Büschel von Parallelstrah- 
len in der Bildebene. (§ 44y, 
§ 48.) 

b) Denjenigen Strahlen der 
Originalebene, welche mit der 
Gegenaxe G parallel sind, ent- 
sprechen Strahlen der Bild- 
ebene, welche mit der Gegen- 
axe G' parallel laufen. 



49. 



cC^ Einem Büschel von Pa- 
rallelstrahlen in der Original- 
ebene entspricht ein Strahlen- 
büschel der Bildebene, welcher 
seinen Scheitel auf der Gegen- 
axe G' dieser Ebene hat. (§ 22 b, 
§ 44y, § 48.) 

ß) Denjenigen Strahlen der 
Bildebene, welche mit der Ge- 
genaxe G' parallel sind, ent- 
sprechen Strahlen der Original- 
ebene, welche mit der Gegen- 
axe G parallel laufen. 



Beweis zu b) und |3). Die Behauptung b) folgt aus a) und a), 
wenn man den Scheitel des Strahlenbüschels in den unendlich 
fernen Punkt der Gegenaxe Gr verlegt. Die Behauptung /3) folgt 
aus a), wenn man den Parallelstrahlen des Büschels die Richtung 
der Gegenaxe Gr gibt. Beide Behauptungen sind übrigens identisch. 

c) Wenn Tangenten an eine f) Wenn Tangenten an eine 

Curve der Originalebene sich Curve der Originalebene unter 

auf der Gegenaxe G schneiden, sich parallel sind, so stellen 

so sind die entsprechenden Ge- die entsprechenden Geraden 



raden der Bildebene parallele 
Tangenten der homologen 
Curve. (a und § 45 a.) 



der Bildebene Tangenten an 
die homologe Curve dar, wel- 
che sich auf der Gegenaxe & 
schneiden, (a und § 45 a.) 

d) Wenn die Punkte jj, g^ . . . (Fig. 50) die Schnittpunkte 
von Geraden jpr und gs der Originalebene mit der Gegenaxe 
dieser Ebene sind, so sind die Abbildungen dieser Geraden 
mit den Projectionsstrahlen m^, twj . . . der Punkte j>, j . . . 
parallel. 
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Beweis. Die Ebene mpq^ ist mit der Bildebene Ä parallel, 
Fig. 50. weil sie die Gegenaxe jpq der Ori- 

ginalebene A enthält. Diejenige 
Ebene mpr^ welche die Gerade pr 
der Originalebene und ihre Abbil- 
dung rt enthält, hat mit der Ebene 
mpci die Gerade mp und mit der 
Ebene Ä die Abbildung rt gemein. 
Die Behauptung folgt also aus dem 
Parallelismus der Ebenen mpgi und 
Ä nach dem Satze: Wenn zwei 
parallele Ebenen von einer dritten 
Ebene geschnitten werden, so sind 
ihre Durchschnitte parallel. 

e) Zusatz.' Die Abbildungen zweier Geraden der Original- 
ebene, welche die Gegenaxe 6r inj? und 2 treffen, bilden einen 
Winkel, welcher dem Winkel jpmg der Projectionsstrahlen mp 
und mq gleich ist. 

§50* üebnngen. 

1) Welche besonderen Eigenschaften haben perspectivische Figuren, 
wenn ihre Träger sich schneiden, ihre Projectionsstrahlen aber parallel 
sind (der Projectionsmittelpnnkt unendlich fern ist)? 

Andeutung. Zwei homologe Punktreihen sind ähnlich und je zwei 
entsprechende Strecken derselben bilden das gleiche Yerhältniss. Der 
Werth dieses Verhältnisses ändert sich jedoch von einem Paare ent- 
sprechender Geraden zu dem andern. Entsprechende Winkel sind im 
Allgemeinen nicht gleich (AMne Figuren). 

2) Wie muss die gemeinsame Richtung der Projectionsstrahlen 
gewählt werden, wenn die Figuren in 1) congruent sein sollen (zwei 
Auflösungen). 

3) Perspectivische Figuren auf parallelen Trägem sind ähnlich 
(§ 46a). Wo muss der Projectionsmittelpunkt Hegen, wenn diese 
Aehnlichkeit in Congruenz übergehen soll (zwei Auflösungen)? 

4) Können zwei perspectivische Figuren congruent sein, wenn ihre 
Projectionsaxe und das Projectionscentrum im endlichen Baume liegen? 

5) ahc und ah'c seien zwei in verschiedenen Ebenen gelegene 
Dreiecke E und K^ deren Ecken und Seiten paarweise entsprechend 
gedacht werden. Man beweise die beiden Sätze: 

u) Wenn je zwei entsprechende Seiten der Dreiecke, beziehungs- 
weise ihre Verlängerungen, sich in einem Punkte der Schnittlinie von 
E und El treffen, so gehen die Verbindungslinien entsprechender Ecken 
durch einen Punkt. 

ß) Wenn die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen 
Punkt gehen, so treffen sich je zwei^ entsprechende Seiten in einem 
Punkte der Schnittlinie von E und E^, 
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Andeutung. Die beiden Dreiecke können als entsprechende Figuren 
perspectivischer Systeme betrachtet werden. Im Falle a) bestimmen 
die drei Ebenen, welche durch je zwei entsprechende Seiten gelegt 
werden, den Projectionsmittelpunkt. 

6) Wenn man die eine von zwei perspectivischen Figuren mit 
ihrem Träger um die Aze dreht, so gehen fortwährend die Projections- 
strahlen durch einen Punkt, — die. Figuren befinden sich fortwährend 
in perspectivischer Lage. (6.) 

7) Die Behauptung in 6) gilt auch dann noch, wenn der eine 
Träger soweit gedreht worden ist, dass derselbe mit dem andern zu- 
sammenfällt. Der Projectionsmittelpunkt fällt alsdann in den gemein - 
schafblichen Träger der beiden perspectivischen Figuren (§ 26, 10). 

8) Wenn zwei perspectivische Figuren in derselben Ebene liegen, 
so fallen a) in dem Projectionsmittelpunkte zwei entsprechende Punkte 
zusammen (7). ß) Ausser in dem Projectionsmittelpunkte und in den 
Punkten der Axe kann kein Punkt des einen Systems mit dem ent- 
sprechenden zusammenfallen. 

Andeutung zu ß). Sonst wären die Figuren congruent. Um dies 
zu beweisen, zeige man zunächst, dass je zwei entsprechende und con- 
centrische Strahlenbüschel, welche ihren Scheitel in der Axe haben, 
sich decken müssten. 

9) Wenn zwei perspectivische Systeme in derselben Ebene liegen, 
80 entspricht jede durch das Projectionscentrum gezogene Gerade sich 
selbst. 

10) Zwei perspectivische Systeme auf verschiedenen Trägern sind 
bestimmt, wenn diese Träger und zwei Paare entsprechender Punkte, 
welche in einer Ebene liegen, gegeben sind. 

11) Zwei perspectivische Systeme auf derselben Ebene anzugeben, 
wenn eine Gerade G dieser Ebene die Projectionsaxe sein soll und 
ausserdem der Projectionsmittelpunkt m, sowie zwei entsprechende 
Punkte a und a auf einer durch m gehenden Geraden gegeben sind. 

Andeutung. In dem Projectionsmittelpunkte fallen zwei ent- 
sprechende Punkte zusammen. Wenn man daher das eine System auf 
seinem Träger um die Axe dreht; so sind nach 10) zwei perspectivische 
Systeme bestimmt, welche die gesuchten sind. Durch Zurückdrehen 
des einen Trägers kommen dieselben in die verlangte Lage, in welcher 
m der Projectionsmittelpunkt ist (8|3). 

12) In den perspectivischen Systemen von 11) zu jedem Punkte b 
des einen Systems den entsprechenden zu suchen. 

Andeutung. Nach dem Schnittpunkte p der Axe und der Geraden 
ah ziehe man die Gerade ap. Der Schnittpunkt von ap und bm ist 
der gesuchte Punkt b\ 

13) In den perspectivischen Systemen von 11) zu jeder Geraden 
des einen Systems die entsprechende zu suchen (12). 

14) Wenn zwei perspectivische Systeme in derselben Ebene liegen, 
so sind die Gegenaxen mit der Projectionsaxe parallel und das Centrum 
ist von der einen Gegenaxe ebensoweit entfernt als die Projectionsaxe 
von der andern (§ 26, 21 und § 48). 

15) Zwei perspectivische Systeme derselben Ebene sind durch die 
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Richtung der Projectionfiaxe und zwei Paare entsprechender Punkte be- 
stimmt; man soll den Projectionsmittelpunkt und die Axe finden. 

16) Zwei perspectivische Systeme derselben Ebene sind durch den 
Projectionsmittelpunkt, ein Paar entsprechender Punkte auf einem Pro- 
jectionsstrahle und ein Paar entsprechender Greraden bestimmt. Man 
soll die Projectionsaxe finden (§ 26, 6ß). 

17) Zwei perspectivische Systeme derselben Ebene sind durch das 
Projectionscentrum und die beiden Gegenaxen bestimmt. Man soll die 
Projectionsaxe finden (14). 

18) Zwei Kreise K und f seien gegeben. Je zwei Punkte und je 
zwei Tangenten, welche in Beziehung auf einen Aehnlichkeitspunkt der 
beiden Kreise invers sind (I, § 104), stellen zugeordnete Elemente zweier 
perspectivischer Systeme dar. Der Aehnlichkeitspunkt ist das Projec- 
tionscentrum und die Potenzlinie der Kreise ist die Projectionsaxe beider 
Systeme. 

19) In einer Ebene ist ein Kreis K und ein Punkt p gegeben. 
Durch p einen Kreis IT so zu ziehen, dass ein gegebener Punkt Aehn- 
lichkeitspunkt und eine gegebene Grerade Potenzlinie der beiden 
Kreise ist. 

20) Wenn bei zwei perspectivischen Systemen derselben Ebene die 
Gegenaxen in eine Gerade zusammenfallen, so halbirt diese den Ab- 
stand zwischen dem Gentrum und der Projectionsaxe (14). 

21) Wenn bei zwei perspectivischen Systemen derselben Ebene die 
Gegenaxen zusammenfallen, so bilden 

a) die auf demselben Projectionsstrahle gelegenen Paare ent- 
sprechender Punkte eine involutorische Reihe und 

|3) die durch denselben Punkt der Projectionsaxe gezogenen Paare 
entsprechender Geraden einen involutorischen Strahlenbüschel. 

Andeutung, a) folgt aus § 32 b. Um |3) zu beweisen schneide man 
die Paare entsprechender Strahlen durch einen Projectionsstrahl und 
wende a) und § 27 a an. 

22) Wenn zwei perspectivische Systeme S und S' die Eigenschaft 
21) haben, so entsprechen sich 

a) je zwei homologe Punkte auf doppelte Weise, das heisst, wenn 
dem Punkte a in 5 der Punkt a in 5* entspricht, so entspricht auch 
dem Punkte a , als Punkt von S betrachtet, der Punkt a in /S* (§ 30). 

p) Auch je zwei homologe Gerade entsprechen sich doppelt (§ 30). 

Anmerkung. Zwei perspectivische Figuren dieser Art bilden ein 
sogenanntes involutorisches System. Entsprechende Punkte oder Ge- 
raden werden auch zugeordnet genannt. 

23) Ein involutorisches System ist durch das Projectionscentrum 
und die Projectionsaxe bestimmt. 

Andeutung. Auf jedem Projectionsstrahle bilden der Schnittpunkt 
derselben mit der Axe und der Projectionsmittelpunkt die Doppelpunkte 
der in 21« erwähnten involutorischen Reihe, welche hierdurch be- 
stimmt ist. 

24) In dem Falle 23) soll man 

a) zu jedem Punkte den zugeordneten Punkt (§ 13 d) und 
§) zu jeder Geraden ^die zugeordnete Gerade ziehen (§ 13^). 
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25) Das Centmm und die Axe eines involutorischen Systems zu be- 
stimmen, wenn gegeben sind 

a) zwei PaAre zugeordneter Punkte, 
ß) zwei Paare zugeordneter Strahlen. 

26) Wenn man in der Ebene eines Kreises einen Punkt p als Cen- 
trum und seine Polare P als Axe eines inyolatorischen Systemes an- 
nimmt, so sind 

a) je zwei Schnittpunkte des Kreises mit einer durch p gezogenen 
Geraden zugeordnete Punkte (§ 36b), 

(5) je zwei Tangenten des Kreises, welche durch einen Punkt von 
P gezogen sind, zugeordnete Geraden (§ 36 ß). 

27) Einen Kreis so zu zeichnen, dass ein gegebener Punkt p Fol der 
Geraden P sein soll, wenn zugleich 

a) der Kreis durch einen Punkt m gehen soll, 
ß) der Kreis eine gegebene Gerade berühren soll. 



n. Abschnitt. 



Kegelschnitte. — Identität derselben mit den Erzeugnissen 

projectivischer G^ebilde. 

Kegelscimitte. § 5l< 

Erklärung. Die Punkte eines Exeises werden aus einem 
Punkte, welcher nicht auf seiaer Ebene gelegen ist, durch 
Strahlen projicirt, welche eine krumme Oberfläche bilden 
Diese Oberfläche heisst ein Kreiskegel. Die Projectionsstrahlen 
der Kreispunkte heissen die Seiten des Kegels und der an- 
genommene Projectionsmittelpunkt ist seine Spitze. 

Jede Ebene, welche nicht durch die Spitze des Kegels 
geht, schneidet die Oberfläche desselben in einer krummen 
Linie, welche ein Kegelschnitt genannt wird. 

Polgerungen. 



a) Jede perspectivische Ab- 
bildung eines Kreises kann als 
Schnittfigur eines Kreiskegels 
mit einer Ebene, d. h. als Kegel- 
schnitt betrachtet werden. 



cc) Jede Schnittfigur eines 
Kreiskegels mit einer Ebene 
(welche nicht durch die Spitze 
geht) d. h. jeder Kegelschnitt 
ist eine perspectivische Ab- 
bildung eines Kreises. 
b) Ein Kegelschnitt theilt die Ebene in zwei Theile. 



Aus den Pimkten des einen 
(äusserer Baum) lassen sich 



Diejenigen Geraden, welche 
ganz in dem äussern Baume 
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zwei Tangenten an den Kegel- 
schnitt legen. Ans den Punkten 
des andern (innerer Raum) 
lassen sich keine Tangenten 
an den Kegelschnitt legen. 

Von keinem Punkte aus 
lassen sich mehr als zwei Tan- 
genten an einen Kreis legen. 
(§ 51«, § 45a.) 



verlaufen, treffen den Kegel- 
schnitt nicht. Diejenigen Ge- 
raden, welche in den innem 
Raum reichen, treffen den Ke- 
gelschnitt in zwei Punkten. 

Keine Gerade kann den Ke- 
gelschnitt in mehr als zwei 
Punkten treffen. (§ 51«, 
%. 45a.) 



cc) Die Tangenten eines 
Kegelschnitts schneiden zwei 
beliebige derselben in projec- 
tivischen Punktreihen. 



52. Identität der Eegelschnitte mit den Erzeugnissen projee- 
tivischer Gebilde. 

a) Die Punkte eines Kegel- 
schnitts werden aus zwei be- 
liebigen derselben durch pro- 
jectivische Strahlenbüschel 
projicirt. 

Beweis, a) Ein Kegelschnitt ist die perspectivische Ab- 
bildung eines Kreises. Wenn p\ q\ d, J)\ c . , , , Punkte des 
Kegelschnitts sind, so sind die Strahlenbüschel p' {a\ h\ c . . . .) 
und q (a\ h\ c' . . . .) mit den entsprechenden Strahlenbüscheln 
^ (a, fe, c , . .) und q (a,h, c . , .) der Originalfigur bezüglich projec- 
tivisch (§ 44 y). Die beiden letztem Strahlenbüschel sind aber 
nach § 21 a unter einander projectivisch, weil die Punkte p, g, 
a^h, c . , . der Annahme nach auf einem Kreise liegen. Man 
schliesst also aus § 18 a, dass die Punktreihen p' («', h\ c' . . .) 
und q {a\ fe', c' . . .) ebenfalls projectivisch sind. 

a) Man denke sich wiederum den gegebenen Kegelschnitt 
als die perspectivische Abbildung eines Kreises. Wenn die Tangenten 
P und Q[ des Kegelschnitts von den Tangenten A\ .B', C . . . be- 
züglich in den Punktreihen a\ &', c' . . . und a\ j?, / . . . ge- 
schnitten werden, so sind diese Punktreihen mit den entsprechen- 
den a^h, c . , . und a, ß, y . . . der Originalfigur projectivisch. Die 
Geraden P, Q der Originalfigur, welche von den Geraden Ä, B, (7 . . . 
derselben in diesen Punktreihen geschnitten werden, sind aber 
nach § 45 a Tangenten eines Kreises. Die Punktreihen a, &, c . . . 
und of, j3, y . . . sind also nach § 21a unter sich projectivisch. 
Man schliesst also aus § 18 a, dass auch die Punktreihen a , h\ c\ . ., 
cc\ jS', / . . . projectivisch sind. 



h) Jede Curve, welche das 
Erzeugniss zweier projecti- 
vischer Strahlenbüschel ist, 



/?) Jede Curve, welche das 
Erzeugniss projectivischer 
Punktreihen ist, karm als per- 



Kegelschnitte. 
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spectivische Abbildung eines 
Kreises angesehen werden, das 
heisst^ sie ist ein Kegelschnitt. 



kann als perspectivische Ab- 
bildung eines Kreises ange- 
sehen werden, das heisst^ sie 
ist ein Kegelschnitt. 

Beweis, b) Man ziehe in der Ebene Ä der gegebenen 
Curve C irgend eine Gerade 6r, welche die letztere nicht schneidet 
(§ 41 y). Die beiden projectivischen Strahlenbüschel, welche die 
Curve C erzeugen und mit P und Q bezeichnet werden sollen, 
treffen diese Gerade in zwei projectivischen Punktreihen a, &, c . . . 
und a, j5, y . . . , welche keine entsprechenden Punkte gemeinsam 
haben (§ 41/3). Man lege nun durch G eine weitere Ebene E 
und suche in derselben einen Punkt m, von welchem aus die 
projectivischen Punktreihen a,h,c... und a, /S, y . . . durch zwei 
congruente Strahlenbüschel (gleichen Sinnes) projicirt werden 
(§ 25 c). Von dem Punkte m als Projectionsceniänim projicire 
man nun die Originalfigur der Ebene Ä auf eine zu E parallele 
Ebene Ä\ G wird dann die Gegenaxe der Originalfigur sein 
(§ 48). Nach § 49 d werden nun die Strahlenbüschel P und Q 
auf der Ebene A' durch zwei Strahlenbüschel P' und Q' abgebildet, 
welche mit den Strahlenbüscheln w (a, 6, c . . .) und w (a, jS, y . . .) 
bezüglich congruent und von gleichem Sinne sind. Die Strahlen- 
büschel P' und Qf sind deshalb auch congruent und von gleichem 
Sinne und schneiden sich (Anmerkung zu § 21a) auf einem KreisCj 
welcher die perspectivische Abbildung der Curve C ist. 

ß) Die Geraden P, Q einer Ebene Ä (Fig. 51) seien die 
Trägerzweier projectivischer TPunktreihen a, &, c, e2... und a, j3, 
y, d . . . , deren Projec- 
tionsstrahlen aa, hß, 
cy . , . die gegebene 
Curve C einhüllen, p, 

q seien diejenigen 
Punkte, welche dem 
Schnittpunkte s der 
TrSger in beiden 
Pimktreihen entspre- 
chen. Man wähle auf 
der Geraden pq einen 
Punkt oj, durch wel- 
chen keine Tangenten 

an die Curve C gelegt werden können (§ 41 c). Die beiden pro- 
jectivischen Punktreihen auf P imd Q werden nach § 38 c aus 
dem Punkte x durch einen involutorischen Strahlenbüschel ohne 
Doppelstrahlen projicirt. Je zwei zugeordnete Strahlen aß und 



Fig. 51. 
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ah sind die Diagonalen eines der Curve C umbeschriebenen Vier- 
ecks aa ßb. Von diesem inyolutorischen Strahlenbüschel wird 
die Gerade ö, welche den Schnittpunkt s von P und Q mit dem 
Schnittpunkte t von aa und hß verbindet, in einer involuto- 
rischen Punktreihe geschnitten, welche keine Doppelpunkte hat. 
Durch 6r lege man nun eine Ebene E und bestimme in derselben 
einen Punkt m, aus welchem die Punktepaare der involutorischen 
Eeihe unter rechten Winkeln projicirt werden (Anmerkung zu 
§ 28). Aus m projicire man die Originalfigur der Ebene A auf 
eine mit E parallele Ebene A\ G ist alsdann die Gegenaxe der 
Originalfigur (§ 48). Der involutorische Strahlenbüschel x wird 
als ein involutorischer Strahlenbüschel x' abgebildet, in welchem 
je zwei zugeordnete Strahlen senkrecht auf einander stehen (§ 44 f , 
§49d). 

Die Abbildung daß'V des Vierecks außh ist also ein Vier- 
eck, in welchem die Diagonalen d^ und tl\> als zugeordnete 
Strahlen des involutorischen Strahlenbüschels x senkrecht auf 
einander stehen. Da ausserdem die gegenüberliegenden Seiten 
dieses Vierecks daß!}) nach § 49a parallel sind, so muss dasselbe 
ein Ehombus sein. Auf dieselbe Weise führt jedes andere Paar 
zugeordneter Strahlen in dem involutorischen Büschel x zu einem 
Bhombus. Diese Ehomben sind alle der Abbildung Cf von der 
gegebenen Curve C umbeschrieben ; sie haben femer ihren Mittel- 
punkt in dem Pimkte x und zwei gegenüberliegende Seiten lieg[en 
in den Abbildungen dl! imd dßl der Träger ab imd uß. 

Denkt man sich daher denjenigen Kreis coustruirt, welcher 
die Seiten des Bhombus dd ß' b' berührt, so sind auch alle andern 
Bhomben diesem Kreise umbeschrieben, woraus sich ergibt, dass 
die Curve C mit demselben identisch ist. 



§ 58. BestinuniLiig eines Eegelsclmittes durch fiiiif Bediiigung€ln. 

a) Diejenigen Stücke, welche f c£) Diejenigen Stücke, welche 
in einem der drei folgenden 
Fälle aufgezählt sind, bestim- 
men jedesmal einen einzigen 
Kegelschnitt. 
1) Fünf Tangenten. 



2) Vier Tangenten und der Be- 
rührungspunkt auf einer der- 
selben. 



in einem der drei folgenden 
Fälle aufgezählt sind, bestim- 
men jedesmal einen einzigen 
Kegelschnitt. 

l)Fünf Punkte des Kegel- 
schnitts. 
2) Vier Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben. 



Eegelsclmitte. 
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3) Drei Tangenten und die Be- 
rührungspunkte auf zweien 
derselben. 



3) Drei Punkte und die Tan- 
genten in zweien derselben. 



Beweise. 



Da die Eegelsclmitte, welche 
diesen Bedingungen genügen 
soUen, Erzeugnisse projectivischer 
Punktreihen sind (§ 52 a), so 
folgt die Behauptung aus § 41 a 
und Anmerkung. 



Da die Kegelschnitte, welche 
diesen Bedingungen genügen 
sollen, Erzeugnisse projectivischer 
Strahlenbüschel sind (§ 52 a), 
so folgt die Behauptung aus 
§ 41a und Anmerkung. 



üebongen. § 54. 

I) In welchem Falle wird das Erzeug^iss projectiTisclier Strahlen- 
büschel, welches im Allgemeinen ein Kegelschnitt ist, durch die Punkte 
zweier geraden Linien dargestellt? 

2} In welchem Falle wird das Erzeugniss projectivischer Punkt- 
reihen, welches im Allgemeinen ein Kegelschnitt ist, durch diejenigen 
Geraden dargestellt, welche durch einen von zwei Punkten gehen? 

3) Wenn eine Curve das Erzeugniss zweier projectivischer Strahlen- 
büschel ist, so Werden zwei beliebige ihrer Tangenten von den übrigen 
Tangenten der Curve in den entsprechenden Punkten zweier projecti- 
vischer Punktreihen geschnitten (§ 52 b und a). 

4) Wenn eine Curve das Erzeugniss zweier projectivischer Punkt- 
reihen ist, so werden die Punkte derselben aus zwei beliebigen Punkten 
der Curve durch zwei projectivische Strahlenbüschel projicirt (§ 62 ß 
imd tt). 

6) Wenn man durch einen Pxmkt eines Kegelschnitts 4 harmonische 
Strahlen zieht, so bestimmen dieselben auf dem Kegelschnitt 4 Punkte, 
welche durch ihre Verbindung mit jedem weitem Curvenpunkte 4 har- 
monische Strahlen liefern. 

6)^ Wie heisst der dualistisch zugeordnete Satz? 

7) Zwei projectivische und concentrische Strahlenbüschel, deren 
gemeinsamer Scheitel auf einem Kegelschnitt liegt, bestimmen Punkte- 
paare des Kegelschnitts, weiche aus jedem Curvenpunkte durch die ent- 
sprechenden Strahlen zweier projectivischer Strahlenbüschel projicirt 
werden. 

8) Wie heisst der dualistisch zugeordnete Satz? 

9) Ein involutorischer Strahlenbüschel, dessen Scheitel auf dem 
Kegelschnitt liegt, bestimmt auf der Curve Punktepaare, welche aus 
jedem Punkte derselben durch einen involutorischen Strahlenbüschel 
projicirt werden. 

10) Wie heisst der dualistisch zugeordnete Satz? 

II) Wenn man auf einer Geraden die Schnittpunkte mit einem 
Kegelschnitt und die Schnittpunkte mit je zwei Gegenseiten eines dem 
Kegelschnitt einbeschriebenen vollstöndigen Vierecks bestimmt, so er- 
hält man 4 Punktepaare einer involutorischen Beihe. 

Müller, Geometrie, ü. 6 
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Andeutung, m, n seien die Schnittpunkte einer Geraden G mit 
dem Kegelschnitt K und a, a; h, b' ; c, c die drei Paare von Schnitt- 
punkten der Geraden G mit den Gegenseiten eines einbeschriebenen 
vollständigen Vierecks. Man wähle eine der Viereckseiten, welche 
durch die Punkte a, a gehen. Die auf dieser Seite liegenden beiden 
Eckpunkte des Vierecks und die Punkte m, n projicire man nach ein- 
ander aus den beiden noch übrigen Ecken auf die Gerade G, wodurch 
man findet, dass die Punktgruppen m, n, c, V und m, n, &, c projectivisch 
sind (§ 52a, § 16a, § 18a). 

Nach § 33, 1 sind aber auch m, n, c, H und n, m, h\ c projectivisch, 
woraus die Projectivität von m, n, b, c und n, m, b\ c folgt. Nunmehr 
ergibt sich die Behauptung aus § 30 b. 

12) Man soll den dualistisch zugeordneten Satz aussprechen und 
beweisen. 

13) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher durch 4 Punkte 
geht und eine gegebene Gerade berührt (zwei Auflösungen). 

Andeutung. Die Kegelschnitte, welche durch 4 Punkte gehen, er. 
zeugen auf der gegebenen Geraden eine involutorische Punktreihe (11). 
Die etwa vorhandenen Doppelpimkte der Reihe sind Berührungspunkte 
von Kegelschnitten, welche die gegebene Bedingung erfüllen. 

14) Wieviele von denjenigen Kegelschnitten, welche durch 4 gege- 
bene Punkte gehen, zerfallen in zwei Gerade (1)? 

15) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher durch drei Punkte 
a, b, c geht, in c die Gerade C und ausserdem eine Gerade G berührt, 
welche durch keinen der gegebenen Punkte geht (zwei Auflösungen). 

Andeutung. Ein specieller Fall von 13), in welchem zwei der ge- 
gebenen Punkte unendlich nahe liegen. Die Linienpaare ab und C, 
ac und bc bestimmen auf G die in Betracht kommende involutorische 
Reihe. 

16) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher 4 gegebene Gerade 
berührt und durch einen gegebenen Punkt geht (zwei Auflösungen). 

17) Wieviele derjenigen Kegelschnitte, welche 4 gegebene Gerade 
berühren, zerfallen in zwei Punkte (2)? 

18) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher drei Gerade A, B, C 
zu Tangenten hat, wenn ausserdem a der Berührungspunkt von A ist 
und die Curve durch einen weitem Punkt m gehen soll, welcher auf 
keiner der 3 gegebenen Geraden liegt (zwei Auflösimgen). 

19) Wenn in einer Ebene zwei perspectivische Figuren liegen (§ 45 b), 
so entspricht 

a) einer durch zwei projectivische Strahlenbüschel erzeugten Curve 
(§ 40) der einen Figur eine ebensolche Figur in der andern, 

ß) einer ^durch zwei projectivische Punktreihen erzeugten Curve 
(§ 40) der einen Figur eine ebensolche Curve der andern. 

20) Wenn in derselben Ebene zwei perspectivische Systeme liegen, 
so entsprechen den Punkten und Tangenten eines Kegelschnitts der 
einen Figur die Punkte und Tangenten eines Kegelschnitts der andern. 

21) Wenn zwei Kegelschnitte K und K! einer Ebene entsprechende 
Curven perspectivischer Systeme sind, so liegen auf 
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a) homologen Geraden gleichzeitig zwei Punkte von K and K* 
oder ein solcher oder keiner und es gehen 

P) dnrch homologe Punkte gleichzeitig zwei Tangenten von K und 
K' oder eine solche oder keine. 

22) Wenn zwei Kegelschnitte K und E* einer Ebene entsprechende 
Curven perspectivischer Systeme sind, so sind 

a) die Schnittpunkte a und b von K mit der Projectionsaxe ge- 
meinschaftliche Punkte von K und K* und 

ß) die von dem Projectionsmittelpunkt an K gezogenen Tangenten 
Ä und B sind gemeinschaftliche Tangenten von K und JT. 

y) Die gemeinschaftliche Sehne ab hat gegen K und JT gleichartige 
Lage, d. h. von jedem Punkte derselben können entweder an beide 
Kegelschnitte oder an keinen derselben Tangenten gezogen werden (21). 

d) Der durch Ä und B gebildete gemeinschaftliche Tangenten- 
winkel hat gegen K und IC gleichartige Lage, d. h. jede durch den 
Schnittpunkt von Ä und B gezogene Gerade trifft entweder beide Kegel- 
schnitte oder keinen derselben (21). 



Vierter Gorsus. 

*Eigeiiscliafteii der Kegelschnitte. Identität derselben 
mit den Cnryen des ersten Cnrsns. 



I. Abschnitt. 

I'ignren« welche einem Kegelschnitt einbeschrieben oder 

umbCBOhrieben sind. 

Sätze von Pascal nnd Brianchon. § ^^« 



a) In jedem Sechseck, wel- 
ches einem Kegelschnitt um- 
beschrieben ist; schneiden sich 
die drei Yerbindmigslinien 
gegenüberliegender Ecken in 
einem Pmikte. (Satz des 
Brianchon.) 



cc) In jedem Sechseck^ wel- 
ches einem Kegelschnitt ein- 
beschrieben ist; liegen die drei 
Schnittpunkte gegenüberUe- 
gender Seiten auf einer Ge- 
raden. (Satz des Pascal.) 



Beweise. 



Die Seiten eines solchen Sechs- 
ecks sind Tangenten an den 
Kegelschnitt. Vier derselben aa\ 
hl), cc\ dct (Fig. 52) schneiden 
die beiden übrigen ÄC und AB 
in entsprechenden Punkten zweier 



Die Eckpunkte eines solchen 
Sechsecks sind Punkte des Kegel- 
schnitts. Vier derselben q, o, 
w, t (Fig. 53) werden aus den 
beiden übrigen M und N durch 
entsprechende Strahlen zweier 

6* 
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projecÜTiBcherPunktreihen. Nach | projectivischer StratlenbUsehel 
der Anmerkung zu 37a, schneiden projicirt. Nach der Anmerkung 



sich in dem Sechseck nmt/tfdc 
und in allen Sechsecken, welche 
hieraas durch Vertauschung der 
]:>ro)ection9strahlen anter einander 



§ 37 a liegen in dem Sechseck 
MtNqom und in allen Sechs- 
ecken, welche hieraus durch Ver- 
tauächung der Punkt« q, o,m, t_ 




entstehen, die Verbindungslinien 
gegenüberliegender Ecken in 
einem Punkte. 

Nach § 53a kann man aber 
auch die Tangentfln AC und AB 
mit den Übrigen vertauschen, so 
dass alle Sechsecke, welche die 
gegebenen Tangenten zu Seiten 
haben, die angegebene Eigen- 
schaft besitzen. 

b) In jedem Fünfeck, welches 
einem Kegelsclinitt umbeschrie- 
ben ist, geht die Terbindungs- 
linie eines Eckpunktes mit 
dem Berührungspunkte der 
gegenüberliegenden Seite durch 
den Schnittpankt der beiden 
Diagonalen, welche die übri- 
gen Eckpunkte verbinden. 



unter einander entstehen, die 
Schnittponkte gegenüberliegender 
Seiten auf einer Geraden. 

Nach § &2a kann man aber 
auch die Punkte M and N mit 
den übrigen vertauschen, so dasa 
alle Sechsecke,* welche die ge- 
gebenen Funkte zu Ecken haben, 
die angegebene Eigenschaft be- 
sitzen. 

/?) In jedem Fünfeck, wel- 
ches einem K^elscbnitt eiu- 
beschrieben ist, liegt der 
Schnittpunkt einer Seite mit 
der Tangente des gegenüber- 
liegendenEckpunktes auf einer 
Geraden mitden Schnittpunkten 
Ton je zwei andern nicht einan- 
der anliegenden Fünfeckseiieu. 



Man kann den Beweis durch 
die Anmerkung zu § 38 a und 
% 52(t führen. Wenn man sich 
jedoch vorstellt, dass in einem 



Man kann den Beweis durch 
die Anmerkung zu § 38 a und 
§ 52 a führen. Wenn man sich 
jedoch vorstellt, dass in einem 
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dem K(^lschmtt umbeschriebe- 
nen Sechseck zwei auf einander- 
fblgende Seiten in eine Tangente 
Kngaaunenfallen nnd somit das 
durch ihren Schnittpunkt gebil- 
dete Eck in den Berührungspunkt 
jener Tangente fällt (§ 39a), so 
folgt der Satz unmittelbar aus a). 

c) In jedem Viereck, wel- 
ches einem Kegelschnitt um- 
beschrieben ist, gehen diejeni- 
gen Geraden, welche die Be- 
rfihrnngspunkte gegenüber- 
liegender Seiten verbinden, 
durch den Schnittpunkt der 
Diagonalen. 



dem Kegelschnitt einbeschriebe- 
nen Sechseck zwei auf einander- 
folgende Ecken in einen Punkt 
zusanmienfallen und somit die 
zwischen denselben liegende Seite 
zur Tangente in jenem Punkte 
wird (§ 39a), so folgt der Satz 
unmittelbar aus cc), 

y) In jedem Viereck, wel- 
ches einem Kegelschnitt ein- 
beschrieben ist, schneiden sich 
die Tangenten gegenüberliegen- 
der Eckpunkte auf derjenigen 
Geraden, welche durch die bei- 
den Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten bestimmt 
sind. 



Beweise. 



Man kann diesen Satz durch 
die Anmerkung zu § 38 b und 
§ 52« beweisen. Derselbe er- 
^bt sich jedoch unmittelbar aus 
b)> wenn man zwei aufeinander- 
folgende Seiten des Fünfecks in 
dieselbe Tangente des Kegel- 
schnitts zusanmienfallen lässt. 

d) In jedem Dreieck, wel- 
ches einem Kegelschnitt um- 
beschrieben ist, schneiden sich 
die Geraden, welche die Ecken 
des Dreiecks mit den Be- 
rührungspunkten der gegen- 
überliegenden Seiten verbinden, 
in einem Punkte. 

Der Beweis ergibt sich aus a), 
wenn man drei mal je zwei auf 
einanderfolgende Seiten des Sechs- 
ecks in dieselbe Tangente des 
Kegelschnitts zusammenfallen 
lässt. Drei Ecken des Sechsecks 
gehen alsdann in die Eckpunkte 



Man kann diesen Satz durch 
die Anmerkung zu § 38/5 und 
§ 52 a beweisen. Derselbe ergibt 
sich jedoch unmittelbar aus jS), 
wenn man zwei aufeinander- 
folgende Ecken in denselben 
Punkt des Kegelschnitts zu- 
sammenfallen lässt. 

ö) In jedem Dreieck, wel- 
ches eiaem Kegelschnitt ein- 
beschrieben ist, liegen die 
Punkte, in welchen die Seiten 
des Dreiecks von den Tangen- 
ten der gegenüberliegenden 
Ecken geschnitten werden, 
auf einer Geraden 

Der Beweis ergibt sich aus «), 
wenn man drei mal je zwei auf 
einander folgende Ecken des 
Sechsecks in denselben Punkt 
des Kegelschnitts zusammenfallen 
lässt. Drei Seiten des Sechsecks 
gehen alsdann in die Seiten des 
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des durch diese Tangenten ge- 
bildeten Dreiecks über, während 
die übrigen Ecken in die Be- 
rührungspunkte der Dreieckseiten 
mit dem Kegelschnitt fallen. 

56. Anfjgaben. 

a) Auf der einen von 5 Tan- 
genteU; welche einen Kegel- 
schnitt bestimmen, ist ein 
Punkt gegeben. Man soll die 
zweite Tangente finden, welche 
durch diesen Punkt geht. 



durch diese Punkte gebildeten 
Dreiecks über, während die 
übrigen Seiten in die Tangenten 
des Kegelschnitts an die Ecken 
des Dreiecks fallen. 



cc) Durch den einen von 5 
Punkten, welche einen Kegel- 
schnitt bestimmen, ist eine 
Gerade gezogen. Man soll 
ihren zweiten Schnittpunkt 
mit der Curve finden. 



a) (Fig. 54.) Es seien die 
Tangenten 1,2. .5 gegeben 
und auf der letzten derselben 
ein Punkt m, d\irch welchen noch 
eine 6te Tangente an die Curve 

Fig. M. 



Auflösungen. 



a) (Fig. 55.) Es seien die 
Punkte 1 , 2, . . 5 gegeben und 
durch den letzten derselben eine 
Gerade (5,n) gezogen, auf der 
ein 6ter Curvenpunkt gesucht 





gelegt werden soll. Die Tangen- 
ten bilden in dieser Aufeinander- 
folge die Seiten eines umbe- 
schriebenen Sechsecks. Die 
gegenübenliegenden Ecken (1, 2) 
und (4,5), (2,3) und w be- 
stimmen durch ihre Verbindungs- 
linien den Punkt s. Der 6te 



werden soll. Die 6 Punkte bilden 
in dieser Aufeinanderfolge die 
Ecken eines einbeschriebenen 6 
Ecks. Die gegenüberliegenden 
Seiten (l, 2) und (4, 5), (2, 3) 
und (5, n) bestinmien durch ihre 
Schnittpunkte eine Gerade G. 
Der Schnittpunkt der Seite (3, 4) 



Figaren, welche einem Kegelschnitt einbeschrieben etc. ' 87 



Eckpunkt des umbeschriebenen 
6 Ecks muss auf derjenigen Ge- 
raden liegen y welche s mit dem 
Schnittpunkt (3,4) verbindet. Hier- 
nut ist die zweite durch m gehende 
Tangente mn gefunden. 

b) Ein Kegelschnitt sei durch 
5 Tangenten bestimmt; man 
soll auf einer dieser Tangenten 
den Berührungspunkt finden 
(§ 55b). 

c) Ein Kegelschnitt sei durch 
4 Tangenten und den Be- 
rührungspunkt auf einer der- 
selben bestimmt (§ 53 a). Auf 
einer dieser Tangenten sei ein 
Punkt gegeben, durch welchen 
die zweite Tangente an den 
Kegelschnitt gelegt werden 
soll (§ 55b). 

d) Ein Kegelschnitt sei 
durch 4 Tangenten und den 
Berührungspunkt auf einer 
derselben bestimmt. Man soll 
auf einer der übrigen Tangen- 
ten den Berührungspunkt fin- 
den (§ 55 c). 

e) Ein Kegelschnitt sei 
durch 3 Tangenten und die 
Berührungspunkte auf zweien 
derselben bestimmt. Auf einer 
dieser letzteren Tangenten sei 
ein Punkt gegeben, durch 
welchen die zweite Tangente 
an den Kegelschnitt gelegt 
werden soll (§ 55 c). 

1) Ein Kegelschnitt sei durch 
3 Tangenten und die Berüh- 
rungspunkte auf zweien der- 



mit der 6ten Seite des 6 -Ecks 
muss auf der Geraden G liegen. 
(p,l) ist also diese 6te Seite und 
ihr Schnittpunkt mit der durch 
5 gezogenen Graden der gesuchte 
Punkt des Kegelschnitts. 

ß) Ein Kegelschnitt sei 
durch 5 Punkte bestimmt; 
man soll in einem dieser Punkte 
die Tangente an den Kegel- 
schnitt ziehen (§ 55 jS). 

y) Ein Kegelschnitt sei 
durch 4 Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben be- 
stimmt (§ 53 a). Durch einen 
dieser Pimkte sei eine Gerade 
gezogen, auf welcher der zweite 
Schnittpunkt mit der Curve 
bestimmt werden soll (§ 55/3). 

ö) Ein Kegelschnitt sei 
durch 4 Punkte und die Tan- 
gente in einem derselben be- 
stimmt. Man soll in einem 
der übrigen Punkte die Tan- 
gente an die Curve ziehen 
(§ 55y). 

6) Ein Kegelschnitt sei 
durch 3 Punkte und die Tan- 
genten in zweien derselben 
bestimmt. Durch einen dieser 
letzteren Punkte ist eine Ge- 
rade gezogen, auf welcher der 
zweite Schnittpunkt mit der 
Ciirve bestimmt werden soll 
(§ 55y). 

X) Ein Kegelschnitt sei 
durch 3 Punkte und die Tan- 
genten in zweien derselben 
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selben bestimmt. Man soll 
auf der dritten Tangente den 
BerOhrungspunkt finden (§55d). 



bestimmt. Man soU in dem 
dritten Punkte die Tangente 
an die Curve ziehen (§ 556). 



n. Abschnitt. 

Fol und Polare. 

I 57. Pol und Polare. 

a) Ein Punkt und eine Gerade heissen Pol und Polare 
in Bezug auf einen Kegelschnitt^ wenn die entsprechenden 
Elemente der Originalfigur Pol und Polare in Bezug auf 
denjenigen Kreis sind, dessen perspectivische Abbildung der 
gegebene Kegelschnitt darstellt (§ 34 a und a, § 51a). 



Wenn der Punkt p der Pol 
der Geraden P ist, so ist P 
die Polare von p. 



Wenn die Gerade P die Po- 
lare von p ist, so ist p der 
Pol von P. 



b) Die Sätze in § 34 b und ß, so wie die Sätze, Defini- 
tionen und Auflösungen von Aufgaben in § 35 und 36, welche 
an dem g^ngefiihrten Orte für die Kreislinie bewiesen sind, 
gelten auch für jeden Kegelschnitt. 

Beweis. Man zeige, dass die von jenen Sätzen aufgestellten 
Eigenschaften der Figuren projectivisch sind, das heisst, dass aus 
ihrer Gültigkeit für eine bestimmte Figur auch ihre Gültigkeit 
für jede perspectivische Abbildung jener OrigiDalfigur folgt. Der 
BcMLeis dieser Behauptung ist unter Benutzung von § 44 und 
45 und der Definition in § 57 a in jedem Falle sehr leicht. Als- 
dann folgt aber unmittelbar, dass jene Sätze auch für einen be- 
liebigen Kegelschnitt Geltung haben, denn ein solcher kann als 
perspectivische Abbildung eines Kreises angesehen werden. 

I 58. Reciproke Figuren. 

Zu jeder Figur in der Ebene des Kegelschnitts C kann 
man mit Hülfe des letztern eine andere Figur construiren, 
welche der gegebenen Figur reciprok genannt wird und von 
ihr in folgender Weise abhängt. 



a) Jedem Punkte der ersten 
Figur entspricht eine Gerade 
der zweiten Figur, nämlich 



ec) Jeder Geraden der ersten 
Figur entspricht ein Punkt 
der zweiten Figur, nämHch ihr 



Pol und Polare. 
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seine Polare in Bezug auf den 
Kegelsclinitt G. 



Pol in Bezug auf den Kegel- 
schnitt. 



Ueber den Zusammenhang beider Figuren ergeben sich 
aus dem Früheren folgende Gesetze. 



M) Wenn Punkte der einen 
Figur auf einer Geraden P 
liegen, so gehen die entspre- 
chenden Geraden der andern 
Figur durch den der Geraden 
P homologen Punkt p (den 
Pol von P). 

c) Einer Pimktreihe der 
einen Figur entspricht ein 
projectivischer Strahlenbüschel 
der andern. 

Der Träger der Punktreihe 
und der Scheitel des Büschels 
sind entsprechende Elemente. 



Bew 

Die Punkte der gegebenen 
Punktreibe und die Scbnittpirnkte 
der entsprechenden Geraden mit 
dem Träger der Beihe sind ein- 
ander conjugirt und bilden eine 
involutorische Reihe (§ 6 7 b, 
§ 35 a). Die Behauptung folgt 
also aus § 30a, § 16a und 
8 18a. 



Fortsetzung. 

a) Den PuiJkten eines Kegel- 
schnitts der einen Figur ent- 
sprechen die Tangenten eines 
Kegelschnitts der andern Figur. 



ß) Wenn Gerade der einen 
Figur durch einen Punkt p 
gehen, so liegen die entspre- 
chenden Punkte der andern 
Figur auf der dem Punkte p 
entsprechenden Geraden P (der 
Polaren von p). 

Y) Einem Strahlenbüschel 
der einen Figur entspricht eine 
projectivische Punktreihe der 
andern. 

Der Scheitel des Strahlen- 
büschels imd der Träger der 
Punktreihe sind entsprechende 
Elemente. 

eis. 

Die Strahlen des gegebenen 
Strahlenbüschels und die Ver- 
bindungslinien der entsprechen- 
den Punkte mit dem Scheitel 
des Büschels sind einander con- 
jugirt und bilden einen involU- 
torischen Strahlenbüschel (§ 57a, 
§ 36 a). Die Behauptung folgt 
also aus § 30a, § 16 a und 
§ 18 a. 



§ 59. 



oc) Den Tangenten eines 
Kegelschnitts der einei^ Figur 
entsprechen die Punkte eines 
Kegelschnitts der andern Figur. 



Beweis. 



Ein Kegelschnitt C der ersten 
Figur kann durch zwei projec- 
tivische Strahlenbüschel 8 und 



Ein Kegelschnitt der ersten 
Figur kann durch zwei projec- 
tivische Punktreihen erzeugt 
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y erzeugt werden. Den Strahlen- 
büscheln S und S' entsprechen 
in der andern Figur zwei Punkt- 
reihen P und P' welche eben- 
falls unter sich projectivisch sind 
(§ ö8y, § 18a). Den Schnitt- 
punkten entsprechender Strahlen 
von S und iS^ sind die Ver- 
bindungslinien entsprechender 
Punkte von P und P' homolog. 
Die Behauptung folgt daher aus 

b) Den Punkten des Kegel- 
schnitts C in der einen Figur 
entsprechen die Tangenten 
desselben Kegelschnitts in der 
andern Figur (§ 57 b, § 34b). 

c) Vier Tangenten ÄjB,C,D 
eines Kegelschnitts bestimmen 
ein vollständiges Vierseit und 
ihre Berührungspunkte a, &, c, d, 
ein vollständiges Viereck. Je 
zwei Diagonalen des ersteren 
schneiden sich in einem Neben- 
eck des letzteren. 

Bew 

Das vollständige Vierseit Ä^ 
B, 0, D und das volländige Vier- 
eck a^h^ Cj d sind reciproke Fi- 
guren. Die Nebenecken des 
Letzteren entsprechen den Dia- 
gonalen des Ersteren, sind also 
die Pole dieser Diagonalen. Die 
Behauptung folgt deshalb direct 
aus § 57b, § 36 c. 



werden. Den Punktreihen P und 
P' entsprechen in der andern 
Figur zwei Strahlenbüschel S 
und S\ welche ebenfalls unter 
sich projectivisch sind (§ 58 c, 
§ 18 a). Den Verbindungslinien 
von P und P' sind die Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
von 8 und S^ homolog. Die Be- 
hauptung folgt daher aus § 52 b. 



ß) Den Tangenten des Kegel- 
schnitts C in der einen Figur 
entsprechen die Punkte dessel- 
ben Kegelschnitts in der andern 
Figur (§57b, §34i5). 

y) Vier Punkte a, 6, c, d 
eines Kegelschnitts bestimmen 
ein vollständiges Viereck und 
ihre Tangenten ^, J8, (7, 2), ein 
vollständiges Vierseit. Je zwei 
Nebenecken des erstem liegen 
auf einer Diagonale des letz- 
teren. 

eise. 

Das vollständige Viereck a, 5, 
c, d und das vollständige Vier- 
seit A^B^G^D sind reciproke 
Figuren. Die Diagonalen des 
Letzteren entsprechen den Neben- 
ecken des Ersteren, sind also 
die Polaren dieser Nebenecken. 
Die Behauptung folgt also direct 
aus § 57b, § 36y. 



§ 60« Hebungen. 

1) Wenn die Diagonalen eines einbeschriebenen (einfachen) Vierecks 
sich in dem Punkte n (Fig. 39) schneiden, so liegen die Schnittpunkte 
gegenüberliegender Seiten auf der Polaren oh von n. 

2) Den zugeordneten Satz auszusprechen und zu beweisen. 
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3) Wenn eine Sehne sich um den Punkt p dreht, so beschreibt 
der Schnittpunkt der in ihren Endpunkten gezogenen Tangenten die 
Polare von p. 

4) Den zugeordneten Satz auszusprechen und zu beweisen. 

6) Wenn man zu jedem Punkte der Geraden A dezgenigen Punkt 
der Geraden B sucht, welcher ihm conjugirt ist, so entstehen auf A 
und B zwei projectivische Punktreihen. 

6) Den zugeordneten Satz auszusprechen und zu beweisen. 

7) Welches ist der geometrische Ort für diejenigen Strahlen, welche 
conjugirte Punkte zweier Geraden A und B verbinden, wenn 

a) A und B sich nicht auf dem Kegelschnitte treffen, 

(f) A und B sich in einem Punkte m des Kegelschnitts treffen? 

Andeutung a). Diese Strahlen' umhüllen ^inen Kegelschnitt. Tan- 
genten desselben sind auch diejenigen Geraden, .welche den gegebenen 
Kegelschnitt in seinen Schnittpunkten mit A und B berühren. 

^) Die Strahlen gehen alle durch einen Punkt. Durch denselben 
gehen die beiden Geraden, welche den gegebenen Kegelsohnitt in den- 
jenigen Punkten berühren, welche er, ausser m, mit den Geraden A 
und B gemein hat. 

8) Die zugeordneten Fragen zu stellen und zu lösen. 

9) Zwei Seiten eines einbeschriobenen Dreiecks werden von jeder 
Geraden, welche den Pol der dritten Seite enthält, in conjugirten Punkten 
geschnitten (7). 

10) Den zugeordneten Satz auszusprechen und zu beweisen. 

11) Wenn man durch jeden Punkt m einer Geraden A denjenigen 
Strahl zieht, welcher der Yerbindungslinie von m mit einem festem 
ausserhalb A gelegenen Punkte C conjugirt ist, so hüllen diese Strahlen 
einen Kegelschnitt ein. Nur, wenn di^ Gerade A und die Polare B 
von b sich auf dem gegebenen Kegelschnitt schneiden, so gehen diese 
Strahlen durch einen Punkt. 

12) Den zugeordneten Satz auszusprechen und zu beweisen. 

13) Kegelschnitte zu bestimmen, von welchen ein Polardreieck ge- 
geben ist und 

a) ein Curvenpunkt, welcher auf keiner Seite des Polardreiecks liegt ; 
ß) eine Tangente, welche durch kein Eck des Polardreiecks geht; 
y) ein Curvenpunkt auf einer Seite des Polardreiecks; 

9) eine Tangente, welche durch ein Eck des Polardreicks geht; 

b) zwei conjugirte Punkte auf einer Seite, welche Secante des 
Kegelschnitts ist*); 

t) zwei conjugirte Strahlen eines Ecks, welches ausserhalb des 
Kegelschnitts gelegen ist; 

7}) zu einem Punkte einer Seite, welche Secante des Kegelschnitts 
ist, die durch das gegenüberliegende Eck gehende Polare. 

Andeutung. In allen Fällen gibt es unendlich viele Kegelschnitte. 
Die Kegelschnitte a) gehen durch 4 feste Punkte (§ 57b, § 36c § 14, 
12). Die Kegelschnitte ß) haben 4 feste Tangenten (§ 14, 13). In den 



*) Die conjugirten Punkte müssen alsdann beide innerhalb der 
Dreieckseite liegen oder dieselbe einschliessen. 
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übrigen Fällen haben die Kegelschnitte 2 Punkte und die Tangenten 
in diesen Funkten gemeinsam. Man verwende zum Beispiel zur Auf- 
findung von y und c § 57b, § 36a, § 33, lOß und 12ß. 

14) Kegelschnitte zu bestimmen, in Bezug auf welche der Punkt 
p Pol der Geraden P ist, wenn noch gegeben sind: 

a) zwei Curvenpunkte, welche nicht auf P liegen; 
ß) zwei Tangenten, welche nicht durch p gehen; 

y) ein Punkt, der nicht auf P gelegen ist und die Tangente in 
demselben ; 

9) zwei Paare conjugirter Punkte auf P unter der Voraussetzung, 
dass P die Curve schneide*); 

b) zwei Paare conjugirter Strahlen, welche durchs? gehen ^ unter 
der Voraussetzung, dass^ ausserhalb der Curve liegt**). 

Andeutung. In jedem Falle erhält man unendlich viele Kegel- 
schnitte, welche bezüglich durch 4 feste Punkte gehen (a), 4 feste Ge- 
rade berühren (j5) oder zwei Punkte und die Tangenten in denselben 
gemein haben. 

16) Kegelschnitte zu bestimmen, für welche die Punkte p und q 
Pole der Geraden P \md Q sind, unter der Voraussetzung, dass pq 
Secante der Curven sei***). 

Andeutung. Unendlich viele Kegelschnitte, welche zwei Punkte 
und die Tangenten in denselben gemein haben. 

16) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, von welchem ein Polardreieck 
pqz gegeben ist und 

a) zwei Punkte, die auf keiner Seite liegen (13 a und § 56 a 1); 

ß) zwei Tangenten, die durch keinen Eckpunkt gehen ( § 13^ und 
§ 53a 1); 

y) ein Punkt, der auf keiner Seite liegt und eine Tangente, welche 
durch kein Eck geht (13 a und § 54, 13 oder 13 1} und § 54, 16); 

S) zwei conjugirte Punkte, welche auf einer Seite pq liegen unter 
der Voraussetzung, dass diese Seite Secante der Curve sei und ein 
Curvenpunkt, welcher auf keiner Seite liegt (13« und § 53 a, 3); 

e) zwei solche conjugirte Punkte und eine Tangente, welche durch 
keinen Eckpunkt geht (13 £ und § 53 a, 3); 

i) auf jeder von zwei Seiten, welche Secanten der Curve sind, zwei 
conjugirte Punkte (§ 33, 13(5); 

97) ein Punkt j>, welcher auf keiner Seite des Dreiecks liegt und 
seine Polare P. 

Andeutung. In jedem Falle ezistirt nur ein Kegelschnitt oder deren 
zwei, welche den Bedingungen der Aufgabe genügen. Bei rj) ist durch 
die gegebenen Stücke die involutorische Reihe conjugirter Punkte auf 
jeder Seite des Polardreiecks bestimmt, da aber immer ein Eck des 



*) Das eine Paar conjugirter Punkte muss von dem andern ein- 
geschlossen sein. 

**) Wie müssen unter dieser Voraussetzung die gegebenen Paare 
conjugirter Elemente gegen einander liegen? 

***) Die gegebenen Punkte müssen alsdann in demselben der durch 
P und Q gebildeten Winkel oder in zwei Scheitelwinkeln liegen. 



Pol und Polare. 93 

Polardreiecks innerhalb und die beiden andern ausserhalb der Curve 
liegen müssen, so wird nur dann ein Kegelschnitt möglich sein, wenn 
p und P so liegen, dass die auf zwei Dreieckseiten bestimmten iuyo> 
lutorischen Gebilde Doppelpunkte haben. 

17) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, so dass der Punkt p der Pol 
der Gkraden P ist, wenn zugleich gegeben sind: 

a) drei Cnrvenpunkte (14a und § 63 a, 1); 

fi) zwei Punkte und eine Tangente (zwei Auflösungen. — 14 a und 
§ 64, 13); 

y) zwei Tangenten und ein Curvenpunkt (zwei Auflösungen. — 
14(3 und § 64, 16); 

d) drei Tangenten (Uß und § 63a, 1); 

c) zwei Punkte und die Tangente in einem derselben; 

£) scwei Tangenten und der Berührungspunkt auf einer derselben. 

18) Einen Kegelschnitt zu bestünmen, so dass die Punkte p und q 
Pole der Geraden P und Q sind, wenn vorausgesetzt wird, dass pq 
Secante der Curve ist und ausserdem gegeben ist: 

a) ein Curvenpunkt (16 und § 63 a, 3); 
P) eine Tangente (16 und § 63 a, 3). 

19) Ein gemeinschaftliches Polardreieck zweier Kegelschnitte anzu- 
^ben^ wenn diese Kegelschnitte 

a) 4 Punkte a, 6, c, d, 

(J) 4 Tangenten A, B, C, D, 

y) zwei Punkte a, b und die Tangenten in denselben 
gemeinsam haben. 

Andeutung, a) Das durch die Nebenecken des vollständigen Vierecks 
.der Punkte a, h, c, d, gebildete Dreieck, ß) Das durch die Diagonalen 
des vollsl^digen Yierseits der Geraden ^4, B^ C, D gebildete Dreieck. 
y) Jedes Dreieck, welches zwei conjuglrte Punkte der Secante ah und 
den Pol dieser Geraden zu Ecken hat. 

20) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher den Bedingungen 
von 16, d oder 18, a genügt, wenn man annimmt, dass die Gerade pq 
die Curve nicht trifft. 

Andeutung. Je zwei coi^jugirte Punkte von pq und der Pol dieser 
Geraden bilden ein Polardreieck. Nach § 14, 12 kann man also be- 
liebig viele Punkte des Kegelschnitts bestimmen. Nach § 63 a existirt 
nur ein Kegelschnitt, welcher den Bedingungen der Aufgabe genügt. 

21) Einen Kegelschnitt zu bestimmen, welcher den Bedingungen 
16,6 oder 18, ß genügt, wenn man annimmt, dass die Gerade ^g die 
Curve nicht tri£Pt. 

Andeutung. Je zwei coi\jugirte Punkte von pq und der Pol dieser 
Geraden bilden ein Polardreieck. Nach § 14, 13 kann man beliebig 
viele Tangenten des Kegelschnitts bestimmen. Nach § 63 a existirt 
nujT ein Kegelschnitt, welcher den Bedingungen der Aufgabe genügt. 

22) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn, unter der Voraus- 
setzung, dass die Gerade G die Curve nicht schneidet, die involutorische 
Reihe der coi^*ugirten Punkte auf G bestimmt ist (d. h. wenn auf G 
zwei imaginäre Cnrvenpunkte gegeben sind. — Siehe die Anmerkung 
zu § 36), und ausserdem 
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a) drei Curvenpunkte a, h, c gegeben sind oder 
ß) zwei Curvenpunkte a, b und die Tangente ^ in a. 
Andeutung. Man kann im Falle a) fär die Schnittpunkte von G 

mit ah, hc, ca und im Falle ß) für die Schnittpunkte von G mit ab 

und Ä die Polaren bestimmen. Wende 20) an. 

23) Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn unter der Voraus- 
setzung, dass der Punkt m innerhalb der Curve liegt, der involutorische 
Strahlenbüschel, welchen die durch m gehenden conjugirten Strahlen 
bilden, bekannt ist (d. h. wenn die beiden durch m gehenden ima- 
ginären Tangenten der Curve gegeben sind), und ausserdem' 

a) drei Tangenten Ä, B, C gegeben sind oder 

ß) zwei Tangenten A, B und der Berührungspunkt a der einen. 
Andeutung. Man bestimme die Pole der Linien, welche im Falle 
a) die Schnittpunkte der Geraden A, B, C mit m verbinden und im 
Falle P) die Pole der Geraden, welche von m nach dem Punkte a und 
dem Schnittpunkte von A und B gezogen sind (wende 21) an). 

24) Zu beweisen, dass in dem Falle 19, a und ß nur ein einziges 
gemeinschaftliches Polardreieck beider Curven ezistirt. 

Andeutung. Wenn ausserdem der Punkt p und die Gerade P einen 
Pol und seine Polare in Bezug auf beide Kegelschnitte darstellen würden, 
so müssten die Kegelschnitte zusammenfallen. Man beweist dies durch 
16,77, wenn man annimmt, dass p auf keiner Seite des Polardreiecks 
liegt oder nach Iß, 8 und 20 (bezüglich für 19, (J durch 16, e und 21), 
wenn man annimmt, dass p auf einer Seite des Polardreiecks liege. 

25) Wenn zwei Kegelschnitte 4 gemeinsame Punkte und 4 gemein- 
same -Tangenten haben, wie die beiden Kegelschnitte, welche als LOsung 
von 16, y auftreten, welche Lage haben alsdann die Nebenecken in dem 
vollständigen Viereck der gemeinsamen Punkte und die Diagonalen in 
dem vollständigen Vierseit der gemeinsamen Tangenten? 

Andeutung. Das Dreieck der Nebenecken fallt mit dem Dreieck 
der Diagonalen zusammen (24). 

26) Wenn zwei Kegelschnitte K und K* einer Ebene entsprechende 
Figuren zweier perspectivischer Systeme sind, so entsprechen sich 

a) die Polaren homologer Punkte und 

ß) die Pole homologer Geraden 
in beiden Figuren. 

Andeutung, a) Wenn man durch den Punkt m des einen Systemes 
zwei Secanten von K zieht, so entsprechen ihnen zwei durch den ent- 
sprechenden Punkt m gehende Secanten von E*. Die Polaren theilen 
diese Secanten harmonisch und die Behauptung folgt aus § 44 d. 

27) Unter den Bedingungen 26) entsprechen zwei Punkten der 
einen Figur, welche in Bezug auf K conjugirt sind, solche Punkte der 
andern Figur, welche in Bezug auf K* conjugirt sind. 

28) Unter den Bedingungen 26) sind femer 

a) zwei Punkte der Projectionsaxe, welche in Bezug auf K conjugirt 
sind, zugleich in Bezug auf K* conjugirt und 

ß) zwei durch den Projectionsmittelpunkt gehende Strahlen, welche 
in Bezug auf K conjugirt sind, müssen auch in Bezug auf K' coi^ugirt 
sein. 
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Anmerkung. Der Träger einer involutorisohen Reihe conjugirier 
Punkte, welche zwei Kegelschnitten gemeinsam ist, heisst eine eigent- 
liclie oder uneigentliche gemeinschaftliche Sehne beider Kegelschnitte, 
je nachdem die involutorische Reihe zwei Doppelpunkte hat oder keine 
solche. Das Centrum eines inyolutorischen Strahlenbüschels coigugirter 
Strahlen, welcher zwei Kegelschnitten gemeinschaftlich ist, heisst der 
Scheitel eines eigentlichen oder uneigeutlichen Tangentenwinkels, je 
nachdem der involutorische Büschel zwei Doppelstrahlen hat oder keine 
solche (Anmerkung zu § 36). 

29) Unter den Bedingungen 26) ist die Projectionsaxe eine eigent- 
liche oder uneigentliche gemeinschaftliche Sehne gleichartiger Lage 
und der Projectionsmittelpunkt ist der Scheitel eines eigentlichen oder 
uneigentlichen gemeinschaftlichen Tangentenwinkels gleichartiger Lage 
(§ 64, 22 y und d). 

30) Die Gerade G sei für zwei Kegelschnitte K und K' derselben 
Ebene eine gemeinschaftliche Sehne gleichartiger Lage (§ 54, 22 y). 
Man soll zwei perspectivische Systeme bestimmen, in welchen G die 
Projectionsaxe und JT, K* entsprechende Curven sind. 

Andeutung. Die Pole m und rn von G müssen entsprechende 
Punkte sein. Wenn ausserdem p ein Punkt von G ist, welcher ausser- 
halb der beiden Kegelschnitte liegt und die Polaren P und JP' von p 
die beiden Kegelschnitte bezüglich in a, & und a , b' schneiden^ so 
Bind zwei perspectivische Systeme bestimmt, wenn man die Punkte a 
und a entsprechend setzt. Ein zweites Paar perspectivischer Systeme 
findet man, wenn a und b' entsprechend gesetzt werden. Zum Beweise 
unterscheide man die Fälle, wo G eine eigentliche Secante der Kegel- 
schnitte mit den Schnittpunkten r und 8 oder eine uneigentliche Secante 
beider Kegelschnitte ist. Im ersten Falle erwäge man, dass der Kegel- 
schnitt des zweiten Systemes, welcher dem Kegelschnitt K des ersten 
entspricht, die Geraden m'r und ms in r und s berühren und durch 
a gehen muss. Er muss also nach § 53 a mit K zusammenfallen. Im 
zweiten Falle bemerke man, dass für diesen durch a gehenden Kegel- 
schnitt G und P' die Polaren von rn und p sind. Er muss also nach 
Au%abe 20) mit K' zusammenfallen. 

31) G sei eine gemeinschaftliche Sehne zweier Kegelschnitte. Man 
soll die (zwei oder vier) gemeinschaftlichen Tangenten der Kegelschnitte 
aufsuchen. 

Andeutung. Durch 30) kommt man auf zwei Projectionsmittelpunkte. 
Sie sind die Scheitel von eigentlichen oder uneigentlichen gemeinsamen 
Tangentenwinkeln (§ 54, 22 13). 

32) Der Punkt m sei för zwei Kegelschnitte K und K' derselben 
Ebene der Scheitel eines gemeinschaftlichen Tangentenwinkels gleich- 
artiger Lage. Man soll zwei perspectivische Systeme bestimmen, 
in welchen m der Projectionsmittelpunkt und K, K* entsprechende 
Curven sind. 

Andeutung. Man kommt zu zwei Auflösungen, wenn man den der 
Andeutung zu 30) dualistisch zugeordneten Weg verfolgt. 

33) m sei der Scheitel eines für zwei Kegelschnitte gemeinsamen 
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Tangentenwinkels. Man soll die (zwei oder vier) gemeinschaftlichen 
Punkte der Kegelschnitte finden. 

Andeutung. Durch 32) kommt man zu zwei Projectionsazen, welche 
eigentliche oder uneigentliche gemeinschaftliche Sehnen beider Kegel- 
schnitte sind. 

34) Wenn zwei gemeinschaftliche Punkte von K und K' bekannt 
sind, so soll man die übrigen finden (31 und 33). 

35) Wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten von K und K' bekannt 
sind, so soll man die übrigen finden (33 und 31). 

36) Wenn durch einen Punkt p Secanten eines Kegelschnitts ge- 
zogen werden, welche denselben in den Punktepaaren a, a ;h,h' ; c, c 

treffen, so werden diese Punktepaare aus jedem Punkte 8 des Kegel- 
schnitts durch einen involutorischen Strahlenbüschel projicirt. 

Andeutung. Die Strahlenbüschel a (h, V , c,c . . .)und a (J> , 6, c,c.. .) 
sind nach § 60, 1; § 16b unter sich projectivisch. Da aber nach 
§ 62 a auch a (h', h, c,c.. .) und a (h', b, c,c., .) projectivisch sind, 
so folgt nach § 52 a die Projectivität von a (b, V , c, c\ , .) und a (f>, b, 
c,c.. .) und die Behauptung folgt aus § 30|3 und § 54, 9. 

37) Wenn man in der Ebene eines Kegelschnitts einen Punkt p als 
Mittelpunkt und seine Polare P als Axe eines involutorischen Systemes 
annimmt, so sind 

a) je zwei Schnittpunkte des Kegelschnitts mit einer durch p ge- 
zogenen Geraden zugeordnete Punkte und 

ß) je zwei Tangenten des Kegelschnitts, welche durch einen Punkt 
von P gezogen sind, stellen zugeordnete Geraden vor. 

38) Wenn die zugeordneten Strahlen eines involutorischen Strahlen- 
büschels, dessen Scheitel s auf einem Kegelschnitt gelegen ist, den 
letzteren in den Punktepaaren a, d; b, b' ; c, c . . . treffen, so gehen die 
Geraden aa\ bb\ cc . , . durch einen Punkt. 

Andeutung. Man sehe den Schnittpunkt von aa und bb' als den 
Punkt p an, von welchem in 37 die Bede ist und fahre mit Hülfe von 
37 und § 31b einen indirecten Beweis. 

39) Ein involutorischer Strahlenbüschel sei durch zwei Paare zu- 
geordneter Strahlen bestimmt. Man soll mit Hülfe von 38) zu jedem 
weitem Strahle den zugeordneten finden. 

Andeutung. Man ziehe einen Kreis, welcher durch den Scheitel 
des Büschels geht. 

40) Es sind zwei concentrische involutorische Strahlenbüschel ge- 
geben. Man soll das gemeinsame Paar zugeordneter Strahlen finden. 

Andeutung. Man ziehe einen .Kreis durch den Scheitel. Die beiden 
involutorischen Strahlenbüschel führen nach 38) zu zwei Punkten pa, 
deren Verbindungslinien den Kegelschnitt in zwei Punkten treffen, 
welche auf den gesuchten Strahlen liegen. 

41) Diejenigen conjugirten Strahlen einer involutorischen Reihe 
zu bestimmen, welche zu zwei durch den Scheitel gezogenen Geraden 
harmonisch liegen. 
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ni. Abschnitt, 

Der Eegelsohnitt und die unendlioh ferne Gerade. 

EÜLtheilimg der Eegelsclmitte. § 61. 

Die Eegelsclmitte zerfallen in 3 Arten: 

a) Die Kegelschnitte der 1. Art enthalten keinen un- 
endlich fernen Punkt. Sie bestehen aus einer in sich ge- 
schlossenen Gurre. 

b) Die Kegelschnitte der 2. Art enthalten zwei unend- 
lich ferne Punkte. Sie bestehen aus zwei getrennten Aesten, 
welche beiderseits ins Unendliche verlaufen. In der Ebene 
eines solchen Kegelschnitts existiren zwei Gerade, welche als 
Tangenten der unendlich fernen Curvenpunkte zu betrachten 
sind und Asymptoten heissen. Die beiden Seiten eines jeden 
Onrvenastes scheinen gegen die Asymptoten zu convergiren, 
erreichen jedoch dieselben in dem endlichen Kaum der Ebene 
nicht. 

c) Die Kegelschnitte der 3. Art enthalten einen unendlich 
fernen Punkt. Die unendlich ferne Gerade ist als Tangente der 
Curve in diesem Punkte zu betrachten. Diese Curven bestehen 
aus einem Aste, welcher beiderseits ins Unendliche verläuft. 

Beweis. Ein Kegelschnitt ist die perspectivische Abbildung 
eines Kreises. Es können nun 3 Fälle eintreten: 

a) Die Gegenaxe G der Original- mg. 57. 
ebene trifft den Kreis nicht (Fig. 57). 

b) Die Gegenaxe ff der Original- 
figur trifft den Kreis in 2 getrennten 
Punkten n und e (Fig. 58). 

c) Die Gegenaxe ff berührt den 
Kreis in einem Punkte c (Fig. 59). 

Im ersten Falle kann der Kegel- 
schnitt keinen unendlich fernen Punkt 
enthalten, weil demselbenin der Original- 
figur ein gemeinsamer Punkt der Gegen- 
axe und des Kreises entsprechen müsste, 
welcher der Annahme nach nicht existirt (vergl. § 48). 

Im zweiten Falle enthält der Kegelschnitt zwei unendlich 
ferne Punkte »' und e', welche den Punkten n und l der Original- 
figur Fig. 58 entsprechen (§ 48). Den Tangenten nc und Ic 
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der Ereispunkte n und l müssen in der Abbildung zwei Gerade 

entsprechen, welche als Tangenten der unendlich fernen Punkte 

Fig. 58. n und t anzusehen sind. Den beiden 

Ejreisbogen nal und nbl entsprechen 
zwei Curvenäste, von welchen jeder 
beiderseits nach den unendlich fernen 
Punkten n und t verläuft. 

Ln dritten Falle enthält der Kegel- 
schnitt einen unendlich fernen Punkt c', 
welcher dem Punkte c der Originalfigur 
Fig. 59 entspricht Der Gegenaxe G 
der Originalfigur, welche den Kreis in c 
berührt, entspricht die unendlich ferne 
Gerade der Abbildung, welche als Tan- 
gente des Kegelschnitts in c anzusehen ist. Der Kegelschnitt 
besteht aus einem Aste, der beiderseits gegen den Punkt c ins 
Unendliche verläuft. 




62. Die Eegelsclmitte der 1. und 2. Art haben einen Mittelpunkt. 

a) In. jedem Kegelschnitte der ersten und zweiten Art 
existirt ein Punkt (Mittelpunkt der Curve), welcher die durch 
ihn gezogenen Sehnen (Durchmesser der Curve) halbirt. 

Beweis. DoQ'enige Kreis, dessen perspectivische Abbildung der 
Fig. 59. vorliegende Kegelschnittt ist, wird durch die 

Gegenaxe G (Fig. 57 und 58) der Origirilal- 
ebene nicht berührt. Die dm'ch den Pol c 
dieser Gegenaxe gezogenen Secanten des 
Kreises werden daher von derselben har- 
monisch getheilt. Dem Punkte c entspricht 
iiun in der Ebene des Kegelschnitts ein 
Punkt c von der Art, dass die durch ihn 
gezogenen Secanten durch die unendlich 
ferne Gerade harmonisch getheilt werden 
(§ 44 d). Aus § 12 c folgt daher, dass 
dieser Punkt der Mittelpunkt der durch ihn gezogenen Sehnen ist. 

Zusätze, b) Der Mittelpunkt eines Kegelschnitts der 
ersten oder zweiten Art ist als Pol der unendlich fernen 
Geraden anzusehen. 

c) Jeder Durchmesser ist die Polare eines unendlich 
fernen Punktes (vergl. b und die §§ 57 b, 35, c und y). 

d) Der Mittelpunkt eines Kegelschnitts der ersten Art 
liegt innerhalb der Curve. Der Mittelpunkt eines Kegel- 
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Schnitts der zweiten Art liegt ausserhalb der Curve. Die 
durch ihn gezogenen Tangenten sind die Asymptoten des 
Kegelschnitts der zweiten Art. 

Beweis. Wenn der vorliegende Kegelschnitt von der Iten 
Art ist, so liegt der Punkt c der Originalfigur innerhalb des 
Kreises (§ 34 b) und die Behauptung folgt aus § 51. Ist der 
Kegelschnitt von der 2ten Art, so liegt der Punkt c der Original- 
figur ausserhalb des Kreises. Die von c an den Kreis gelegten 
Tangenten cn und cl (Fig. 58) berühren den Kreis in den Punkten 
n und l der Gegenaxe. Die entsprechenden Geraden der Abbildung 
sind Tangenten des Kegelschnitts (§ 45 a) und berühren den- 
selben in den unendlich fernen Punkten n und t. 

Gonjngirte Durchmesser. § 63. 

a) Je zwei conjugirte Strahlen^ welche sich in dem 
Mittelpunkte eines Kegelschnitts schneiden^ heissen conjugirte 
Durchmesser. Die conjugirten Durchmesser eines Kegel- 
schnitts bilden einen involutorischen Strahlenbüschel. Der- 
selbe enthält zwei Doppelstrahlen (die Asymptoten der Curve) 
oder keine solche^ je nachdem der Kegelschnitt von der 
zweiten oder ersten Art ist. 

Der Beweis folgt aus dem nach § 57 b auch für Kegel- 
schnitte gültigen § 36a und § 62 d. 

b) Jeder von zwei conjugirten Durchmessern ist mit 
denjenigen Geraden parallel^ welche den Kegelschnitt in den 
Endpunkten des andern berühren. Jeder von zwei conjugir- 
ten Durchmessern halbirt diejenigen Sehnen^ welche mit dem 
andern parallel sind (Fig. 60). 

Beweis. Wenn zwei Fig. so. 

Durchmesser conjugirt sind, 
so befindet sich nach § 62c 
und dem auch für Kegel- 
schnitte (§ 57 b) gültigen 
§ 35|3 der Pol eines jeden 
in dem unendlich fernen 
Punkt des andern. Die 
erste Behauptung folgt also 
aus dem für Kegelschnitte 
(§ 57b) gültigen § Mß 
und 22 a. Um den zweiten 

Theil des Satzes zu beweisen, sehe man diejenigen Sehnen, 
welche einem Durchmesser parallel sind, als Strahlen eines Strahlen- 

7* 
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büschels an, dessen Scheitel in dem unendlich fernen Punkte des 
Durchmessers gelegen ist (§ 22 b). Der unendlich ferne Punkt 
dieses Durchmessers und seine Polare, der zugehörige conjugirte 
Durchmesser, theilen nach § 57b, § 36b die parallelen Sehnen 
harmonisch, das heisst, diese Sehnen werden von dem letzteren 
Durchmesser halbirt (§ 12 c). 



I 64. Einbescliriebene und nmbescliriebene Parallelogramme. 



a) In jedem Parallele- 
gramme^ welches einem Kegel- 
schnitt umbeschrieben ist, 
fallt der Schnittpunkt der 
Diagonalen mit den» Mittel- 
punkte der Curye zusammen. 
Die Diagonalen selbst sind 
conjugirte Durchmesser des 
Eegelschnitts. 



a») In jedem Parallelo- 
gramme, welches einem Kegel- 
schnitt einbeschrieben ist, 
fallt der Schnittpunkt der 
Diagonalen mit dem Mittel- 
punkte der Curve zusammen. 
Die Seiten des Parallelogram- 
mes sind mit ' zwei conji^irten 
Durchmessern parallel. 



Beweis a). Das Parallelogramm kann als ein voUständiges 
Yierseit angesehen werden. Von den Ecken desselben sind zwei 
Paare durch die gegenüberliegenden Eckpunkte des Parallelo- 
grammes dargestellt, während das dritte Paar aus den unendlich 
fernen Punkten gebildet ist, welche je zwei parallele Seiten ge- 
mein haben. Die Diagonalen des vollständigen Yierseits sind 
also durch die unendlich ferne Gerade und die Diagonalen des 
Parallelogrammes dargestellt. Aus dem nach § 57b für Kegel- 
schnitte gültigen § 36^ folgt daher, dass die Diagonalen des 
Parallelogramms sich in dem Pole der imendlich fernen Geraden 
schneiden und dass dieselben conjugirte Strahlen sind. Die Be- 
hauptung folgt somit aus § 63 a. 

a) Die Ecken des Parallelogrammes können als Eckpunkte 
eines vollständigen Vierecks angesehen werden. Die Gegenseiten 
des letzteren sind durch die gegenüberliegenden Seiten des Paral- 
lelogranunes und durch seine Diagonalen dargestellt. Yon den 
Nebenecken des vollständigen Vierecks sind also zwei unendlich 
fem, während das dritte in den Schnittpunkt der Diagonalen fällt. 
Aus dem für Kegelschnitte gültigen § 36c folgt nun, dass der 
Schnittpunkt der Diagonalen der Pol der unendlich fernen. Ge- 
raden ist und dass diejenigen Geraden, welche man durch diesen 
Punkt mit den Seiten des Parallelogramms parallel ziehen kann, 
Seiten eines Polardreiecks und somit conjugirte Strahlen sind. 
Die Behauptung ergibt sich also aus § 62 b und § 63 a. 
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b) Die Berükrungspunkte 
der Seiten eines umbeschrie- 
benenParallelogrammes bilden 
wieder ein Parallelogramm^ 
dessen Seiten mit den Diago- 
nalen des ersten parallel sind. 



ß) Die Tangenten in den 
Eckpunkten eines einbeschrie- 
benen Parallelogranunes bilden 
wieder ein Parallelogramm^ 
dessen Diagonalen mit den 
Seiten des ersten parallel sind. 



Beweis b). Diks umbeschriebene Parallelogramm steUt ein 
vollst&ndiges Yierseit dar, dessen Diagonalen durch die unendlich 
ferne Gerade und die Diagonalen des Parallelogrammes repräsentirt 
sind und ein Polardreieck bilden. Das Viereck der Berflhrungspunkte 
kann als vollständiges Viereck betrachtet werden, dessen Neben- 
ecken nach § 59 c in den Ecken jenes Polardreiecks liegen. Zwei 
dieser Nebenecken müssen daher in die unendlich fernen Punkte 
der Diagonalen des umbeschriebenen Parallilogranmies fallen, worin 
der Beweis gelegen ist. Der Beweis von ß) ist analog. 



Die Kegelschnitte der 3. Art haben keinen Hittelpunkt. § 65. 

a) Ein Kegelschnitt der dritten Art hat keinen Mittel- 
punkt. Es gibt nur eine Tangente eines solchen Kegel- 
schnitts ^ welche einer gegebenen Geraden parallel ist. Der 
Berührungspunkt einer Tangente und die Mittelpunkte der 
mit ihr parallelen Sehnen liegen auf einer Geraden, welche 
ein Durchmesser der Curve heisst. Die Durchmesser eines 
Kegelschnitts der dritten Art sind parallel und nach dem 
unendlich fernen Punkte der Curve gerichtet. 

Beweis. Der Mittelpunkt ist der Pol der unendlich fernen Ge- 
raden (§ 62 b). Da aber in der Originalfigur der Pol c der 
Gegenaxe G (Pig- ö9), welcher dem Mittelpunkte des Kegel- 
schnitts entspricht, auf der Gegenaxe selbst gelegen ist, wenn der 
gegebene Kegelschnitt der 3ten Art angehört, so fUllt der gesuchte 
Mittelpunkt eines solchen Kegelschnitts in die unendlich ferne 
Gerade, das heisst, er existirt nicht in dem endlichen Baume der 
Ebene. Um die weiteren Behauptungen zu erweisen, nehme man 
eine Schaar paralleler Sehern des Kegelschnitts an. Diesen Sehnen 
und denjenigen mit denselDen parallelen Tangenten, welche etwa 
an den Kegelschnitt gezogen werden können, entsprechen in der 
Originalfigur die Strahlen eines Strahlenbüschels, dessen Scheitel 
h auf der Gegenaxe G der Originalfigur liegt Durch h gehen 
2 Tangenten hc. und ha desjenigen Kreises, von welchem der 
Kegelschnitt eine perspectivische Abbildung ist Der Tangente 
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hc entspricht die unendlich ferne Gerade in der Ebene des Kegel- 
schnitts und der Tangente ha entspricht eine Tangente des Kegel- 
schnitts, welche den gezogenen Sehnen parallel ist. 

Der Geraden ac, welche die durch h gehenden Sehnen des 
Kreises harmonisch theilt, entspricht eine Sehne^ des Kegelschnitts, 
welcher die gegebenen parallen Sehnen halbirt (§ 12 c) und 
Durchmesser genannt wird. Dieser Durchmesser geht durch den 
Berührungspunkt a derjenigen Tangente, welche mit den von ihm 
halbirten Sehnen parallel ist. Die Durchmesser des Kegelschnitts 
sind unter sich parallel, weil sie nach dem unendlich fernen 
Punkte c des Kegelschnitts gehen. 

I 66. Axan der Eegelsclmitte. 



a) Jeder Kegelschnitt der 
ersten und zweiten Art ent- 
hält zwei conjugirte Durch- 
messer^ welche einen rechten 
Winkel bilden. 



cc) Enthält ein Kegelschnitt 
mehr als ein Paar conjugirter 
Durchmesser, die einen rech- 
ten Winkel bilden^ so ist der- 
selbe ein Bjreis. 

Beweis a) folgt aus § 63a und § 32a. 

a). Wenn ein Kegelschnitt zwei Paare conjugirter Durch- 
messer enthält, welche rechte Winkel bilden, so stehen je zwei 
conjugirte Durchmesser senkrecht auf einander (§ 63 a und An- 
merkung zu § 32 a). Jedes umbeschriebene Parallelogranmi ist 
deshalb ein Bhombus (§ 64a und I. § 29, 2), dessen Seiten 
von dem Schnittpunkt der Diagonalen gleichweit entfernt sind. 
Die Curve ist also ein Kreis, weil ihre Tangenten von dem Mittel- 
punkte der Curve gleiche Entfernung haben. 

b) Erklärung. Wenn ein Kegelschnitt nur ein Paar 
conjugirter Durchmesser enthält, welche einen rechten Winkel 
bilden^ so heissen dieselben Axen des Kegelschnitts. Die 
Endpunkte der Axen heissen Scheitelpunkte der Curve. 

c) Die Axen eines Kegelschnitts sind Symmetrielinien 
der Curve. Die Tangenten in den Endpunkten einer Axe 
stehen auf derselben senkrecht. 

Beweis. Jede Axe ist die HalDfirungssenkrechte derjenigen 
Sehnen, welche mit der zweiten Axe parallel gehen (§ 63 b), 
woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite ergibt sich eben- 
falls aus § 63 b. 

d) Die Axen eines Kegelschnitts der zweiten Art hal- 
biren die von den Asymptoten gebildeten Winkel. (§ 32 a.) 
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e) Jeder Kegelschnitt der dritten Art enthält einen 
Durchmesser^ welcher auf den von ihm halbirten Sehnen 
senkrecht steht (Axe der Ctunre). 

Beweis. Man ziehe Sehnen der Cmre, welche zu der ge- 
meinsamen Richtung aller Durchmesser senkrecht stehen. Die 
Mittelpunkte dieser Sehnen liegen auf einer Geraden (§ 65 a), 
welche die in dem Satze angegebenen Eigenschaften hat. 

f) Die Axe eines Kegelschnitts der dritten Art ist eine 
Symmetrielinie der Corve und bildet mit der Tangente des 
auf ihr gelegenen Curvenpmiktes (Scheitelpmikt der Corve) 
einen rechten Winkel. 

Beweis. Die Axe ist die Mittelsenkrechte der von ihr halbirten 
Sehnen (e) und deshalb Symmetrieaxe der Figur. Die zweite 
Behauptung folgt aus § 65 a. 



Uebimgen. § 67, 

1) Die Polaren der Punkte eines Durchmessers sind mit dem con- 
jugirten Durchmesser parallel. 

2) Von einem Eegelschnitie sind der Mittelpunkt m und die Rich- 
tungen von 2 Paaren conjugirter Durchmesser gegeben, man soll 

a) zu einer durch m gezogenen Richtung die Richtung des conju- 
girten Durchmessers finden, 

ß) in einem gegebenen Curvenpunkte die Tangente ziehen, 
y) auf einer gegebenen Tangente den Berührungspunkt finden. 

3) Wenn man die Endpunkte eines Durchmessers mit einem be- 
liebigen Curvenpunkte verbindet, so erhält man zwei Richtungen, welche 
mit zwei conjugirten Durchmessern parallel sind. 

4) Der geometrische Ort fiir die Spitzen aller Dreiecke, welche eine 
gegebene Strecke zur Grundlinie haben, während die übrigen Seiten 
mit zugeordneten Strahlen eines involutorischen Strahlenbüschels parallel 
sind, ist ein Kegelschnitt. 

5) Den Satz S) für den Fall auszusprechen, wo je zwei zugeordnete 
Strahlen des gegebenen involutorischen Strahlenbüschels senkrecht auf 
einander stehen. 

6) Die Schnittpunkte zweier parallelen Tangenten und einer dritten 
Tangente bestimmen mit dem Mittelpunkte zwei co^jugirte Durchmesser. 

7) Welches ist der geometrische Ort für die Mittelpunkte der Kegel- 
schnitte, für welche die Richtungen von zwei Paaren conjugirter Durch- 
messer gegeben sind, wenn diese Kegelschnitte 

a) durch zwei gegebene Punkte a und h gehen sollen, 

P) eine gegebene Gerade A in einem Punkte a berühren sollen, 

y) zwei gegebene Gerade Ä und B berühren sollen? 
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Andeutung, a) Die durch die Mitte von ah gehende Richtung, 
welche za ah conjugirt ist. ß) Die durch a gehende Sichtung, welche 
zu A conjugirt ist. y) Zwei Gerade, welche durch den Schnittpunkt 
von A und B gehen, zu A und B harmonisch und zugleich mit zwei 
coigugirten Durchmessern parallel sind (§ 60, 40). Zum Beweise § 63 b 
und fOr y) § 64a; § 14, 3. 

8) Dieselben Fragen zu lösen^ wenn statt der Richtungen von zwei 
Paaren conjugirter Durchmesser die Richtungen der Asymptoten ge- 
geben sind. 

9) Die Fragen 7) zu beantworten, wenn die gegebenen Richtungen 
coiyugirter Durchmesser rechte Winkel einschliessen. 

10) Auf einer Seite eines einem Kegelschnitt umbeschriebenen 
Parallelogrammes ist der Berührungspunkt gegeben, man soll die Be- 
rührungspunkte der andern Seiten finden. 

11) In einem Eckpunkte eines einem Kegelschnitt einbeschriebenen 
Parallelogrammes ist die Tangente gegeben. Man soll die Tangenten 
in den übrigen Endpunkten finden. 

12) Man soll die Richtungen von einem Paare coigugirter Durch- 
messer angeben, wenn der Mittelpunkt des Kegelschnitt und 

a) zwei Curvenpunkte , 
ß) ein Gurvenpunkt und seine Tangente, 
y) zwei Tangenten 
gegeben sind. 

13) Alle Kegelschnitte, welche den Mittelpunkt, die Richtungen 
zweier conjugirter Durchmesser und einen Punkt gemeinsam haben, 
sind demselben Parallelogramme umbeschrieben. Man soll dieses 
Parallelogramm construiren. 

14) Alle Kegelschnitte, welche den Mittelpimkt, die Richtungen 
zweier conjugirter Durchmesser und eine Tangente gemeinsam haben, 
sind demselben Parallelogramme einbeschrieben. Man soll dieses 
Parallelogramm construiren. 

15) Wenn je zwei conjugirte Durchmesser eines Kegelschnitts mit 
zwei conjugirten Durchmessern eines andern Kegelschijitts parallel sind, 
so ist die inyolutorische Reihe conjugirter Punkte auf der imendlich 
fernen Geraden beiden Kegelschnitten gemeinsam. 

16) Die Kegelschnitte 15) haben die reellen oder imaginären Schnitt- 
punkte mit der unendlich fernen Geraden gemeinsam. 

17) Alle Kreise haben die involutorische Reihe conjugirter Punkte 
auf der unendlich fernen Geraden gemeinsam. 

18) Alle Kreise haben dieselben imaginären Punkte der unendlich 
fernen Geraden gemeinsam. 

19) Zwei Kegelschnitte K und K\ welche der Bedingung 15) ge- 
nügen, als entsprechende Gurven zweier perspectivischer Systeme darzu- 
stellen, so dass die unendlich ferne Gerade zur Projectionsaxe wird 
(zwei Auflösungen). 

20) Die perspectivischen Systeme 19) sind ähnlich. 
Andeutung. Je zwei entsprechende Gerade sind parallel (§ 47^; 

§ 50, 7) und daher die entsprechenden Dreiecke ähnlich. 
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21) Einen Eegelsclmitt zn constmiren, wenn der Mittelpunkt, die 
Richtungen Ton 2 Paaren coigugirter Durchmesser und 

a) ein Curvenpunkt (2 a, 13), 
P) eine Tangente (2«, 14) 
gegeben sind. 

22) Einen Eegelsclmitt zu constmiren, wenn der Mittelpunkt, die 
Richtungen zweier conjugirter Durchmesser und 

a) zwei Punkte (12 a und 21 ce), 

§) ein Pimkt und die Tangente in demselben (12^ und 21a oder 21 (}), 
y) zwei Tangenten (12 y und 21^ 
gegeben sind. 

23) Einen Eegelsclmitt zu construiren, wenn der Mittelpunkt, die 
Richtungen zweier coi\jugirter Durchmesser und 

u) die Länge beider Durchmesser (12 a und 21a), 
ß) die Länge des einen und ein Curvenpunkt (12 a und 21a); 
y) die Länge des einen und eine Tangente, 
d) ein Curvenpunkt und eine Tangente 
gegeben sind. 

Andeutung, y) Man bestimme die Tangenten in den Endpunkten 
des Durchmessers und wende 12 y und 21|} an. d) Durch Anwendung 
von 13) und § 64, 13 oder von 14) und § 54, 16 erhält man zwei 
Auflösungen. 

24) Einen Eegelschnitt zu bestimmen, wenn der Mittelpunkt ge- 
geben ist und 

a) 3 Curvenpunkte (12 a und 21a), 

(}) 2 Curvenpunkte und die Tangente in einem derselben (12 ß 
und 21a), 

y) 2 Tangenten und der Berührungspunkt auf einer derselben (12^ 
und 21 jJ), 

d) 3 Tangenten (12 y und 21^. 

25) Einen Eegelschnitt zu bestimmen, wenn der Mittelpunkt, der 
Pol p einer Geraden P und ausserdem 

a) ein Curvenpunkt (§ 60, 18 a, bezüglich § 60, 20), 
ß) eine Tangente (§ 60, 18 13) 
gegeben sind. 

26) Einen Eegelschnitt zu construiren, wenn die Richtungen von 
2 Paaren conjugirter Durchmesser und 

a) 3 Curvenpunkte, 

ß) 2 Curvenpunkte und die Tangente in einem derselben, 
y) 2 Tangenten und der Berührungspunkt auf einer derselben, 
d) 3 Tangenten 
gegeben sind. 

Andeutung. Wende 7) an. 

27) Die Aufgabe 26) auszusprechen, wenn die gegebenen Richtungen 
conjugirter Durchmesser senkrecht auf einander stehen. 

28) Die Aufgabe 26) zu lösen, wenn statt der Richtungen conju- 
girter Durchmesser die Richtungen der Asymptoten gegeben sind. 

29) Die Sätze des § 55 auszusprechen und die zugehörigen Figuren 
zu zeichnen, wenn der in Rede stehende Eegelschnitt der dritten Art 
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angehört. Dabei ist ssa berücksichtigen, dass die Richtung der Banpt- 
axe den Berührungspunkt der unendlich fernen Geraden bestimmt und 
umgekehrt 

Andeutung. Beispielsweise folgen die Sätze: 

a) Ä, B, C, D, E seien 5 Tangenten. Wenn man durch den Schnitt- 
punkt (BC) eine Parallele mit E und durch {CD) eine Parallele mit A 
zieht, so liefern diese Geraden einen Schnittpunkt, welcher auf der 
Verbindungslinie von {AB) und {BE) liegt (§ 66a). 

ß) A, B, Cf D seien 4 Tangenten. Schneidet man jede mit der 
folgenden, so entstehen 3 Punkte fn,n,p. Wenn man durch m eine 
Parallele mit D und durch p eine Parallele mit A zieht, so liegt der 
Schnittpunkt derselben mit n auf einer zur Axe parallelen Geraden 
(§ 56, b). 

y) Wenn man durch jeden von zwei Curvenpunkten a und h eine 
Parallele zur Axe zieht und dieselbe mit einer durch den andern Punkt 
gezogenen Geraden (Secante) schneidet, so ist die Verbindungslinie der 
erhaltenen Punkte mit derjenigen Geraden parallel, welche die durch 
die Secanten bestimmten neuen Curvenpunkte verbindet (56^). 

d) Die von a aus gezogenen Tangenten B und C mögen von einer 
dritten Tangente 2> in & und c geschnitten werden, a, b, c bestimmen 
ein Parallelogramm, dessen vierter Eckpunkt mit den Berührungspunkten 
von B und C auf einer Geraden liegt. Zugleich liegt der Berührungs- 
punkt von D mit dem vierten Eckpunkt des Parallelogramms auf einer 
zur Axe parallelen Geraden (§ 66 c). 

s) Zieht man durch die Eckpunkte eines einbeschriebenen Dreiecks 
ahc Parallelen mit der Axe und schneidet man dieselben bezüglich mit 
den gegenüberliegenden Seiten, so entsteht ein Dreieck, dessen Seiten 
mit den Tangenten in a, &, c parallel sind (§ 66 y). 

i) b und c seien die Berührungspunkte der durch a gezogenen 
Tangenten. Die Punkte a, b, c bestimmen ein Parallelogramm, dessen 
durch a gezogene Diagonale mit der Axe parallel ist (§ 66 d). 

ri) Durch jeden von zwei Curvenpunkten a und b soll eine Parallele 
zu der Axe gezogen und ihr Schnittpunkt mit der Tangente in dem 
andern Punkte bestimmt werden. Die Verbindimgslinie der erhaltenen 
Punkte ist alsdann mit ab parallel (§ 66, d). 

30) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 4 Tangenten bestimmt. 
a) Man soll durch einen Punkt, welcher auf einer dieser Tangenten 

beliebig angenommen ist, die zweite Tangente an die Curve ziehen 
(Aufgabe 29 a). 

ß) Man soll den Berührungspunkt auf einer dieser Tangenten be- 
stimmen (§ 66 b und § 67, 29). 

y) Man soll die Bichtung der Axe finden (Aufgabe 29 j3). 

31) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 3 Tangenten A, B^ C und 
den Berührungspunkt auf A bestimmt. 

a) Man soll durch einen Punkt, welcher auf einer der Tangenten 
gegeben ist, die zweite Tangente an den Kegelschnitt ziehen (§ 66 b 
und § 67, Au%abe 29), 

ß) den Berührungspunkt auf B und C bestimmen (Aufgabe 29^, 
y) die Bichtung der Axe bestimmen (Angabe 29 d). 
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32) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 3 Tangenten und die 
Richtung der Aze bestimmt. 

a) Man soll durch einen Punkt, welcher auf einer der Tangenten 
gegeben ist, die zweite Tangente an die Curve legen (Aufgabe 29 y). 

ß) Man soll die Berührungspunkte dieser Tangenten bestimmen 
(Aufgabe 29 d). 

33) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 3 Punkte und die Rich- 
tung der Axe bestimmt. 

a) Durch einen dieser Punkte sei eine Gerade gezogen, auf welcher 
der 2. Schnittpunkt mit der Curve bestimmt werden soll (Aufgabe 29 y). 

ß) Man soll in den gegebenen Punkten die Tangenten an die Curve 
legen (Aufgabe 29, s). 

34) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch zwei Tangenten und 
ihre Berührungspunkte bestimmt. 

a) Man soll durch einen Punkt, welcher auf einer dieser Tangenten 
gegeben ist, die 2. Tangente an die Curve legen (Aufgabe 29 , d), 
ß) Man soll die Richtung der Axe finden (Aufgabe 29 , (). 

35) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 2 Punkte a und 6, die 
Tangente in a und die Richtung der Axe bestimmt. 

a) Man soll auf einer durch a gezogenen Richtung den Schnitt- 
punkt mit der Curve bestimmen (Aufgabe 298). 

ß) Man soll in h die Tangente an die Curve ziehen (Aufgabe 29, 17). 

36) Ein Kegelschnitt der 3. Art sei durch 2 Tangenten A und B, 
den Berührungspunkt auf A und die Richtung der Axe bestimmt. 

a) Man soll durch einen auf A gegebenen Punkt die zweite Tan- 
gente an die Curve legen (Aufgabe 29, d). 

. ß) Man soll den Berührungspunkt auf £ bestimmen (Aufgabe 29 f). 

37) a) Zwei ähnliche Punktreihen in schiefer Lage erzeugen einen 
Kegelschnitt der 3. Art. 

ß) Zwei Tangenten eines Kegelschnitts der 3. Art werden von den 
übrigen Tangenten in ähnlichen Punktreihen geschnitten. 

38) Folgende Sätze über die Kegelschnitte der 3. Art zu beweisen. 
a) Der Abstand je zweier conjugirter Punkte eines Durchmessers 

wird durch den auf diesem Durchmesser gelegenen Curvenpunkt halbirt. 

ß) Zwei mit einer Tangente parallele Strahlen sind conjugirt, wenn 
der durch sie gebildete Streifen von der Tangente halbirt wird. 

y) Wenn man durch jeden Eckpunkt eines einbeschriebenen Dreiecks 
den Durchmesser zieht und den Schnittpunkt desselben mit der gegen- 
überliegenden Seite bestimmt, so entsteht ein Polardreieck. 

8) Wenn man durch die Ecken eines umbeschriebenen Dreiecks 
Parallelen zu den gegenüber liegenden Seiten zieht, so entsteht ein 
Polardreieck. 

s) Die Polardreiecke y) und S) fallen zusammen, wenn die Seiten 
des umbeschriebenen Dreiecks die Tangenten in den Ecken des ein- 
beschriebenen Dreiecks sind. 

39) Kegelschnitte der 3. Art anzugeben, für welche ein gegebenes 
Dreieck Polardreieck ist. 

Andeutung. Es gibt unendlich viele Kegelschnitte, welche der 
Aufgabe genügen. Die Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Polar- 
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dreiecks bilden die Ecken eines allen diesen Kegelschnitten umbe- 
schriebenen Dreiecks. 

40) Kegelschnitte der 3. Art anzugeben, för welche der Punkt j) 
Pol von der Geraden P ist, wenn zugleich 

a) eine Tangente, 

ß) die Richtung der Axe 
gegeben ist. 

Andeutung. Die unendlich vielen Kegelschnitte der 3. Art, welche 
der Aufgabe genügen, haben im ersten Falle 3 Tangenten gemeinsam, 
w&hrend sie im Falle ß) eine feste Gerade in demselben Punkte be- 
rühren und die Richtung der Axfi (den Berührungspunkt der unendlich 
fernen Geraden) gemeinsam habi^n. 

41) Einen Kegelschnitt der 3. Art zu bestimmen, wenn 
a) 4 Gurvenpunkte a, h, c, d, 

ß) 3 Curvenpunkte a, b, c und die Tangente J. in a, 

y) 2 Gurvenpunkte a, 5, eine Tangente A, welche durch keinen 
dieser Punkte geht und ^e Richtung der Axe, 

d) 3 Tangenten Ä, B, C und ein Gurvenpunkt d, welcher auf keiner 
dieser Tangenten liegt, gegeben sind. (In jedem Falle erhält man 2 
Auflösungen.) 

Andeutung, a) Wenn man durch einen beliebigen Punkt Parallelen 
zu den Gegenseiten des vollständigen Vierecks a, &, c, d zieht und die 
Doppelstrahlen des dadurch bestimmten involutorischen Büschels zieht 
(§ 33, 5), so stellen diese die Axenrichtungen von zwei Kegelschnitten 
vor, welche der Aufgabe genügen (§ 54, 13). ß) Kann als besonderer 
Fall von a) aufgefasst werden (vergleiche auch § 54, 15). y) Kann als 
besonderer Fall von § 54, 15 dargestellt werden. Von der in Betracht 
konmienden involutorischen Reihe des Trägers Ä ist der Mittelpunkt 
und ein Paar zugeordneter Punkte bekannt. Zur Auflösung von 9) wird 
§ 54, 16 und § 33, 8 verwendet. 

42) Einen Kegelschnitt der 3. Art zu bestimmen , wei^ ein Polar- 
dreieck gegeben ist und 

a) eine Tangente (§ 60, 16 ft, 

ß) ein Punkt (2 Auflösungen. — § 60, 16 y). 

43) Einen Kegelschnitt der 3. Art zu bestimmen, wenn der Punkt 
p der Pol der Geraden P sein soll und 

a) zwei Punkte (2 Auflösungen. — § 60, 17 P), 

ß) eine Tangente und ein Gurvenpunkt (2 Auflösungen. — § 60, 17 y), 

y) zwei Tangenten (§ 60, 17^), 

d) ein Gurvenpunkt und die Richtung der Axe (§ 60, 17 s), 

e) eine Tangente und die Richtung der Axe (§ 60, 172;) 
gegeben sind. 

44) Einen Kegelschnitt der 3. Art zu bestimmen, wenn die Punkte 
p und q die Pole von den Geraden P und Q sein sollen (§ 60, ISß). 
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IV. Abschnitt. 
Identlt&t der KegelBohnitte mit den Onrven des ersten Onrstu. 

Identität der Eegelsctmitte mit den Onrren des ersten | 68. 
CnrsQS. 



a) Jede Ellipse ist ein 
Kegelschnitt der 1. Ari 

Jede Hyperbel ist ein Kegel- 
sclinitt der 2. Art. 

Jede Parabel ist ein Kegel- 
Bchnitt der 3. Ari 



cc) Jeder KegelschniM; der 
1. Art ist eine Ellipse. 

Jeder Kegelscbnitt der 2. 
Art ist eine Hyperbel. 

Jeder E^elschnitt der 3. 
Art ist eine Parabel. 




Beweis a). C sei eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel 
(mau benutze die Figur 61, in welcher Ö ein Kreis ist), f ein 
Brennpunkt der Corre oud mop das von den Taugenten der Punkte 
a,b,c gebildete Dreieck. Nach % Sf, m» bl 

% 6t, % 9h ^t-^cfp = afp und ^cfo 
■=■ bfo. Daraus folgt, dasa -^ pfo =• 
^ afb. Denkt man sich den Punkt c " 
mit seiner Tangeute beweglich, so 
bleibt der Winkel pfo immer von 
gleicher Grösse, die Strahlen fp uud 
/'obeschreibenzweiGongruenteStrahleu- 
bttschel und die Punkte o und p zwei 
projectivische Punktreiheu. Es folgt 
.also aus § 52^, dass die Curve C ein 
Eegelschuitt ist. Wenn C eine Ellipse 
ist, ao ist dieser Kegelschnitt von der 1. Art, weil die Ellipse 
keinen unendlich fernen Pnoikt hat. Wenn C eine Hyperbel ist, 
80 muss der Kegelschnitt tou der pj^ ^ 

zweiten Art sein, weil die Hyperbel 
zwei unendlich ferne Punkte hat, 
nfiuüich die Berührungspunkte - der 
Asymptoten mit der Hyperbel (§ 7 a). 
Wenn C eine Parab^ ist, so wird 
der Kegelschnitt der 3. angehören, 
weil die Parabel keinen Uittelpunkt 
haben kaun, was man daraus erkennt, 
dass ein solcher auf der Aie der 

Parabel liegen müsste (§ 8 c), welche die Curve nur in einem 
Punkte trifft. 
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Fig. 63. 




Fig. 64. 



a) 1) ab und cd (Fig. 62) seien die beiden Axen (§ 66) 
eines Kegelschnitts C der ersten Art. Man kann nun nach § 2b 

§ Ib eine Ellipse constrtdren, 
deren Axen ab und cd sind und 
diese Ellipse stellt nach a) eben- 
falls einen Kegelschnitt dar. Die 
beiden Kegelschnitte fallen aber 
zusammen, weil sie ausser den 
Punkten a, b, c, d noch die 
Tangenten dieser Punkte ge- 
meinsam haben (§ 53«). 

2) mc und md (Fig. 63) seien 
die Asymptoten eines Kegel- 
schnitts C der zweiten Art (§ 61b). 
ab sei diejenige Axe dieses Kegel- 
schnitts, welche denselben in zwei 
Punkten (aundft) trifft (§66 und 
Auflösung von § 41^). Man kann nun nach § 7c eine Hyperbel constru- 
iren, welche die Punkte a und b zu Scheitelpunkten und die Geraden 

mc und md zu Asymp- 
toten hat. Diese Hy- 
perbel ist aber nach a) 
ebenfalls ein Kegel- 
schnitt. Die beiden 
Kegelschnitte fallen zu- 
sammen, weil sie die 
Punkte a und &, die 
unendlich fernen Punkte 
der Asymptoten und die 
Tangenten in diesen 4 

Punkten gemeinsam 
haben (§ 53 a). 

3) ab (Fig. 64) sei 
die AlXO eines Kegel- 
schnitts der 3. Art und 
a der Scheitelpunkt des- 
selben. eJ sei ein weiterer 
Punkt der Curve und dg seine Tangente. Man kann eine Parabel 
construiren (§ 9 g), welche ab zur Axe, a zum Scheitelpunkt hat 
und in dem Punkte d von der Geraden. ^e2 berührt wird. Diese 
Parabel ist aber nach a) ebenfalls ein Kegelschnitt. Beide Kegel- 
schnitte haben den Punkt a, den Punkt d, den Gegenpimkt von' 
d in Bezug auf die Axe ab (§ 66 e) und die Tangenten dieser 
drei Punkte gemein und fallen deshalb nach § 53 zusammen. 
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Uebnngen. § 69. 

1) Jeder Kegelschnitt der 1. und 2. Art besitzt zwei Brennpunkte, 
jeder Kegelschnitt der 3. Art einen solchen (§ 68 er, § la, § 4a, § 8a). 

2) Je zwei conjugirte Strahlen eines Brennpunktes stehen senk- 
recht auf einander (§10, 23). 

3) Bei jedem Kegelschnitt wird die Polare eines Brennpunktes die 
diesem Brennpunkte zugehörige Leitlinie oder Directrix genannt. Man 
soll nun zeigen, dass diejenige Linie, welche schon in § 8 Leitlinie der 
Parabel genannt ist, wirklich die Polare des Brennpunktes sei (§ 67, 
Aufgaben 1 und 38 a). 

4) Der Tangentenabschnitt, welcher von dem Berührungspunkt bis 
zur Leitlinie reicht, wird aus dem zugehörigen Brennpunkte unter 
rechtem Winkel gesehen. 

5) Die beiden Tangentenabschnitte, welche von dem Berührungs- 
punkte einer Tangente bis zu den Leitlinien reichen, sind die Hypo- 
tenusen zweier rechtwinkliger ähnlicher Dreiecke, deren Spitzen in den 
beiden Brennpunkten liegen (§ 68 und § 3c, § 6c, § 9c). 

6) Die Entfernungen der Curvenpunkte von einer Leitlinie und dem 
zugehörigen Brennpunkte bilden ein constantes Yerhältniss. 

Andeutung, m sei der Gurvenpunkt, o und o die Schnittpunkte 
der in m gezogenen Tangente mit den beiden Leitlinien und /*, f die 
Brennpunkte. Man hat nach 6) fm: mf = om: mo'. Zieht man aber 
durch m eine Parallele zur Axe, welche die Leitlinien in p und p trifft, 
so hat man om: mo : =^ pm: mp und daher fm: mf ^=a pm: mp\ 
Hieraus folgt im + w/^: fm = pp': pm oder /"m: j)!» = 2a: pp' . Den 
Werth pp findet man, wenn man das Quadrat von a durch die Excen- 
tricität fcheilt. Man beweist dies, indem man für m einen Scheitel- 
punkt der Curve wählt und fm^ sowie pm durch die grosse Axe, die 
Excentricität und pp darstellt. 

7) Inwiefern kann man von 2 Kegelschnitten, welche einen Brenn- 
punkt gemeinsam haben, sagen, dass sie zwei imaginäre Tangenten 
gemein hätten (§ 57 b und Anmerkung zu § 36)? 

8) Inwiefern kann man von 2 confocalen Kegelschnitten sagen, dass 
sie zwei Paare imaginärer Tangenten gemein hätten? 

9) Es sei Aufgabe gestellt: Einen Kegelschnitt zu construiren, wenn 
ein Breimpunkt imd 

a) 3 Tangenten 

|3) 2 Tangenten und der Berührungspunkt der einen 
gegeben sind. Wie kann man diese Aufgaben auf § 60, Aufgabe 23, 
a und ß zurückführen? 

10) Es seien die Aufgaben gegeben: Einen Kegelschnitt zu con- 
struiren, wenn ein Brennpunkt^ die zugehörige Leitlinie und 

a) ein Gurvenpunkt, 

|3) eine Tangente 
gegeben sind. Wie kann man diese Aufgaben auf § 60, 16 d und e 
zurückführen, unter der Voraussetzung, dass die dort erwähnte Gerade 
pq^ die Gurve nicht schneide (§ 60, 20)? 



•w\ 



